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1 Einleitung
Armut ist ein weltweites Problem und daher fu¨r die Wirtschaftswissenschaften von
besonderem Interesse.
In dieser Arbeit wird ein dynamisches stochastisches Modell einer O¨konomie in dis-
kreter Zeit mit einer mo¨glichen Armutsfalle (poverty trap) entwickelt, vergleiche
dazu R. Kiener [6]. Dieses stochastische dynamische Modell wird auch als stochas-
tisches Ramsey Modell bezeichnet, siehe dazu B. Heer und A. Maussner [5]. Unter
einer Armutsfalle versteht man hier eine Menge von Zusta¨nden, in welcher ein
Haushalt als arm gilt. Zudem kann er diese (Menge von Zusta¨nden) u¨ber die Zeit
hinweg nicht mehr verlassen.
Der hier modellierte Haushalt wa¨hlt zu jedem Zeitpunkt zwischen einer ho¨her
entwickelten und einer weniger entwickelten Technologie. Die Wahl der weniger
entwickelten Technologie steht fu¨r einen armen Haushalt, die Wahl der ho¨her ent-
wickelten Technologie hingegen fu¨r einen nicht-armen Haushalt.
Weiters maximiert der Haushalt seinen diskontierten erwarteten Nutzen u¨ber die
Zeit. Dies bestimmt sein Konsum- und Investitionsverhalten. Die Verhaltensglei-
chungen des Haushalts werden in dieser Arbeit numerisch berechnet.
In der vorliegenden Arbeit wird weiters der Kapitalstock durch einen negativen
Schock reduziert. Zudem beeinflusst das Investitionsverhalten eines Haushalts sei-
nen Kapitalstock, welcher durch eine Versicherung mit Selbstbeteiligung teilwei-
se vor Scha¨den geschu¨tzt ist. Der Kapitalstock wird als zeit-diskreter homogener
Markov-Prozess beziehungsweise als zeit-diskrete homogene Markov-Kette model-
liert.
Man beachte, dass sich der modellierte Haushalt in einer Spielsituation gegen die
Natur befindet, somit haben seine Entscheidungen nur unmittelbare Auswirkun-
gen auf seine eigene Wohlfahrt.
3
2 Das Modell
Im nun folgenden Kapitel betrachten wir ein dynamisches stochastisches Modell
einer O¨konomie in dem der Kapitalstock mit einer Pflichtversicherung belegt ist. In
der vorliegenden Arbeit verstehen wir unter einer Versicherung immer einen Aus-
tausch von Geld jetzt gegen Geld, das man unter bestimmten Bedingungen spa¨ter
erha¨lt. Damit wird der Definition von K. J. Arrow [1] nachgegangen. Bezogen auf
die Modelle in dieser Arbeit meint man mit Versicherung also den Austausch eines
sicheren Geldstroms heute, gegen einen zufa¨lligen Geldstrom morgen.
2.1 Ein stochastisches dynamisches Modell mit Versiche-
rung
Betrachten wir ein Modell einer O¨konomie mit verschiedenen Individuen (Haus-
halte) u¨ber die (diskreten) Zeitpunkte t ∈ N0, also ein zeit-diskretes dynamisches
Modell einer O¨konomie. In dieser O¨konomie gibt es nur ein Gut (Geld), dieses
kann dem Kapitalstock zugefu¨hrt werden oder konsumiert werden. Sei kt ∈ R+
der Kapitalstock eines beliebigen Haushalts zum Zeitpunkt t ∈ N0. Die Individuen
unterscheiden sich nur durch ihre Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+ (Ka-
pitalintensita¨t) und durch ihre jeweiligen perso¨nlichen Fa¨higkeiten α ∈ R+. Die
perso¨nlichen Fa¨higkeiten eines Haushalts seien weiters beschra¨nkt, d.h. es wird die
folgende Annahme getroffen:
1 ≤ α ≤ 2
Die Haushalte beeinflussen sich gegenseitig nicht und unterscheiden sich nur durch
ihre Anfangsausstattung an Kapital und perso¨nlichen Fa¨higkeiten. Somit genu¨gt
es einen beliebigen Haushalt mit der Anfangsausstattung
(k0, α) ∈ R+ × [1, 2]
zu betrachten.
Der Haushalt hat zwei Technologien zur Auswahl. Eine Technologie wird durch eine
nicht-negative Funktion beschrieben, d.h. einem bestimmten Bu¨ndel an Fa¨higkeiten
und Kapitalausstattung wird ein Output an Gu¨tern zugewiesen. Man beachte, dass





fu¨r alle kt ∈ R+ : kt > 1 und fu¨r alle 1 ≤ α ≤ 2. Weiters ist die Technologie
fH mit Fixkosten E ∈ R+ belastet. Hier sei darauf hingewiesen, dass die Verwen-
dung der weniger entwickelten Technologie fL fu¨r einen armen Haushalt steht, die
Verwendung der Technologie fH hingegen fu¨r einen nicht-armen Haushalt.
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fL(α, kt) = αk
γL
t
fH(α, kt) = αk
γH
t − E
0 < γL < γH < 1
Der Haushalt wa¨hlt zu jedem Zeitpunkt t ∈ N0 zwischen den Technologien fL
oder fH . Aus diesen beiden Technologien resultiert sodann die Produktionsfunk-
tion1 (1). Bemerkung: Diese Art von Produktionsfunktion in der Arbeit [6] als





α · A · kγLt , α ·B · kγHt − E
}
(1)
Man beachte weiters, dass der Haushalt immer die effizientere Technologie wa¨hlt.
Der Funktionswert der Produktionsfunktion f(α, kt) heißt Einkommen des Haus-
halts zum Zeitpunkt t. Diese Produktionsfunktion wird z.B. von Christopher B.
Barrett, Michael R. Carter und Munenobu Ikegami [2] verwendet.
Das bis zum Zeitpunkt t ∈ N0 angesammelte Kapital eines Haushalts wird als
Kapitalstock kt bezeichnet. In jeder Periode t ∈ N0 muss sich der Haushalt zwi-
schen konsumieren (ct ≥ 0) oder investieren (it) entscheiden. Der Kapitalstock kt
bildet sich in diesem Modell ohne Versicherungsleistung nach der Rekursion (2a).
Sei Θ ⊂ (0, 1] ⊂ R+ eine abza¨hlbare Menge und θt ∈ Θ P-f.s. eine nicht-negative
Zufallsvariable2. Weiters sei δ ∈ (0, 1) eine Konstante.
kt+1 = θt+1[it + (1− δ)kt] ≥ 0 ∀t ∈ N0 (2a)
θt : (Ω,F ,P)→ Θ ⊂ (0, 1] ⊂ R+ ∀t ∈ N0 (2b)
P(θt = 1) > 0 ∀t ∈ N0 (2c)
Man beachte, dass es sich bei δ um eine deterministische Abwertungsrate (Ab-
schreibung) handelt. Sie verringert den Kapitalstock kt erst nach der Produktion.
Die positive Zufallsvariable 0 < θt ≤ 1 beschreibt mo¨gliche Katastropheneinwir-
kungen wie z.B. Du¨rre, U¨berschwemmung und Erdbeben. Nimmt θt den Wert 1
an, so gibt es keine zusa¨tzliche Beeintra¨chtigung. Sollte jedoch θt < 1 sein, so
findet ein negativer Schock statt d.h. der Kapitalstock kt wird nun noch einmal
1Eine Produktionsfunktion ist eine nicht-negative Funktion auf [1, 2]× R+ d.h.
f : [1, 2]× R+ → R+
2Notation:
Y : (Ω,F ,P)→ R ist eine Zufallsvariable auf Ω, siehe dazu auch H. Georgii [4].
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abgewertet.
Sei ρ : 0 < ρ < 1 eine Konstante. Der Parameter ρ wird auch als Deckungsgrad
beziehungsweise 1−ρ als Selbstbeteiligungsquote bezeichnet. Die Konstante ν ≥ 0
steht fu¨r einen mo¨glichen Versicherungspra¨mienaufschlag. Sei nun (et, at)t∈N0 ein
Versicherungsvertrag und definiert durch
et+1 = ρ · (1− θt+1) · [it + (1− δ)kt] (3a)
at = (1 + ν) · ρ ·E[1− θt+1] · [it + (1− δ)kt] (3b)
e0 = 0 (3c)
Die Versicherungspra¨mie (zum Zeitpunkt t) wird mit at bezeichnet und die Versi-
cherungsleistung mit et. Somit ist et ≥ 0 eine Zufallsvariable und at ≥ 0 determi-
nistisch. Die Zahlung at erfolgt zu Beginn, die Zahlung et am Ende des Zeitpunktes
t. Es gilt festzuhalten, dass der Versicherungsvertrag (3) nur einen Anteil ρ des
Kapitalstocks vor Schaden schu¨tzt.
Der Versicherungsvertrag (et, at)t∈N0 erweitert die Gleichung (2a) zur Rekursion
(4) (Dynamik des Modells).
kt+1 = θt+1[it + (1− δ)kt] + et+1 ≥ 0 ∀t ∈ N0 (4)
Die Versicherungsleistung et+1 ergibt sich durch den Kapitalstock zum Zeitpunkt
t und die Wahl der Ho¨he der Investition zum Zeitpunkt t sowie durch den Schock
zum Zeitpunkt t + 1. Somit la¨sst sich die Versicherungsleistung et+1 als Funktion
von kt, it und θt+1 anschreiben, d.h. et+1 = e(it, kt, θt+1). Sei e eine Funktion von
R+ nach R+, die durch
e(i, k, θ)
def
= ρ · (1− θ) · [i+ (1− δ)k]
definiert ist. Es ist offensichtlich, dass der Funktionswert e(it, kt, θt+1) zum Zeit-
punkt t eine Zufallsvariable ist.
Der Haushalt entscheidet sich unter der Einschra¨nkung seiner finanziellen Mo¨glichkeiten
zwischen konsumieren (ct ≥ 0) und investieren (it). Somit erha¨lt man die Budget-
gleichung (5).
0 ≤ ct + it + at = f(α, kt) ∀t ∈ N0 (5)
Es gilt festzuhalten, dass sich die Versicherungspra¨mie at durch den Kapitalstock
zum Zeitpunkt t und die Wahl der Ho¨he der Investition ergibt. Somit la¨sst sich
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die Versicherungspra¨mie at als Funktion von kt, it und θt+1 anschreiben, d.h. at =
a(it, kt, θt+1). Sei a eine Funktion von R+ nach R+, die durch
a(i, k, θ)
def
= (1 + ν) · ρ ·E[1− θ] · [i+ (1− δ)k]
definiert ist. Der Funktionswert a(i, k, θ) ist deterministisch.
Definition 1 (Risikofunktional oder Risikomaß). Sei (Ω,F ,P) ein Wahrschein-
lichkeitsraum. Die Menge Y sei die Menge aller F-messbaren Funktionen (Zu-
fallsvariablen) auf Ω. Ein Funktional von der Art R : Y → R ∪ {+∞} oder
R : Y → R ∪ {−∞} heißt Risikofunktional (risk functional) oder Risikomaß (risk
measure).
Diese Definition ist inhaltlich dem Buch von G. Pflug und W. Ro¨misch [8] ent-
nommen.
Sei E[.] das Lebesgue-Integral (Erwartungswert) und u(.) ∈ C2 eine zweimal stetig
differenzierbare Funktion auf R+. Weiters sei die Funktion u(.) eine strikt monoton
wachsende konkave Funktion, d.h. u′ > 0 und u′′ < 0. Sei R ein Funktional und
definiert durch
R[Y ] def= E[u(Y ) ] = ∫
ω∈Ω
u ◦ Y (ω) dP(ω) (6)
fu¨r alle nicht-negativen Zufallsvariaben Y ∈ Y+. Die Pra¨ferenzen des Haushalts
werden durch das Risikofunktional R beschrieben.
Formal gesprochen steht der Haushalt vor einem Entscheidungsproblem bezie-
hungsweise befindet sich in einem Spiel gegen die Natur. Er wa¨hlt somit die opti-
male Strategie (c?t )t∈N0 . Diese nicht-negative Folge von Zufallsvariablen erha¨lt man
durch das stochastische Maximierungsproblem (7). Sei β ∈ (0, 1) eine Konstan-
te. Der Parameter β beschreibt die Vorliebe fu¨r heutigen Konsum vor morgigem
Konsum und heißt Abzinsungsfaktor.
∥∥∥∥∥∥∥∥∥




βt · R[ ct ]
ct + it + at = f(α, kt) ∀t ∈ N0
kt+1 = θt+1
[
it + (1− δ)kt
]
+ et+1 ∀t ∈ N0
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(7)
O¨konomisch betrachtet la¨sst sich festhalten, dass in dieser Modello¨konomie ein
Haushalt mit beliebiger Anfangsausstattung (k0, α) ∈ R+ × [1, 2] seinen Konsum
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ct ≥ 0 rational wa¨hlt.
Zudem ist weiters festzuhalten, dass der Investitionsplan (Investitionsprozess) des
Haushalts (i?t )t∈N0 durch den Konsumplan (Konsumprozess) des Haushalts (c
?
t )t∈N0
eindeutig bestimmt ist. Der Investitionsprozess (i?t )t∈N0 hat die folgende Form:
i?t = f(α, kt)− a(it, kt, θt+1)− c?t ∀t ∈ N0
In der vorliegenden Arbeit ist unter einem Konsumprozess (ct)t∈N0 immer ein op-
timaler Konsumprozess (c?t )t∈N0 zu verstehen, somit kann ab jetzt auf den Stern
verzichtet werden. Dies gilt ebenso fu¨r den Kapitalstockprozess sowie fu¨r den In-
vestitionsprozess.
Das stochastische Maximierungsproblem (7) la¨sst sich als stochastisches diskontier-
tes dynamisches Maximierungsprogramm (8) anschreiben, siehe dazu R. Kiener [6].
Sei (κt)t∈N eine Folge von nicht-negativen Variablen, die definiert sind durch
κt+1
def
= f(α, kt)− ct + (1− δ)kt ∀t ≥ 0.
Die nicht-negative Variable κt entspricht dem Kapitalstock vor Schock inklusive
der Versicherungspra¨mie zum Zeitpunkt t. Weiters sei Z eine Funktion, die durch
Z(θ)
def













) · κt+1 · 11+Z(θt+1) ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(8)





κ ∈ R+ : 0 ≤ κ ≤ f(α, s) + (1− δ)s
}
fu¨r alle s ∈ R+. Man beachte, dass kt die Zustandsvariable und κt+1 die Kontroll-
variable des stochastischen diskontierten dynamischen Programms ist. Der Kapi-
talstockprozess3(kt)t∈N0 hat die folgende Form:
kt+1 =
(
ρ+ (1− ρ)θt+1︸ ︷︷ ︸
θ˜t+1
)
· φ(kt) · 1
1 + Z(θt+1)
∀t ∈ N0
3Man beachte, dass es sich bei einem Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 um einen stochastischen
Prozess handelt.
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Die Funktion φ fu¨r die gilt φ(kt) = κt+1 heißt Politikfunktion. Man beachte, dass
θ˜t+1 eine Zufallsvariable ist.
Sei p ∈ (0, 1) eine Konstante. Nun werden hier bezu¨glich des Schockprozesses












= pk(1− p)3−k k = 0, . . . , 3 ∀t (A2)
Der Schockprozess (θt)t∈N0 ist nun eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen. Hinzu
kommt, dass es sich bei X um eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Pa-
rametern 3 und p handelt.
Sei Zρ eine Konstante, die durch
Zρ
def







definiert ist. Man beachte, dass die Konstante Zρ fu¨r die Versicherungspra¨mie pro
Kapitalstockeinheit steht. Somit kann man das stochastische diskontierte dyna-
mische Programm (8) zum neuen stochastischen diskontierten dynamischen Pro-










f(α, kt)− κt+1 + (1− δ)kt
]
kt+1 = θ˜t+1 · κt+1 · 11+Zρ ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(9)
Der Kapitalstock kt ist die Zustandsvariable und κt+1 ist die Kontrollvariable. Die
Folge von positiven Zufallsvariablen (θ˜t)t∈N0 ist definiert durch
θ˜t
def
= ρ+ (1− ρ)θt ∀t ∈ N0.
Die Funktion V (k) wird Wertfunktion4 genannt, vergleiche dazu Knut Sydsæter,
Peter Hammond, Atle Seierstad und Arne Strøm [11]. Es gilt weiters festzuhalten,
4Sei k ≥ 0 die Zustandsvariable und κ ≥ 0 die Kontrollvariable (Aktionsvariable) des stochas-
tischen diskontierten dynamischen Programms. Die Wertfunktion V (k) ist somit die Lo¨sung der
Funktionalgleichung










θ˜ · κ · (1 + Zρ)−1
)]
∀k ∈ R+,
welche als Bellman Funktionalgleichung bekannt ist.
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dass das stochastische diskontierte dynamische Programm (9) mit Hilfe des Value
Function Iteration Algorithmus gelo¨st werden kann. Na¨heres zu diesem findet sich
im Werk von M. Miranda und P. Fackler [7].
Der Kapitalstockprozess hat somit die folgende Form:
kt+1 = θ˜t+1 · φ(kt) · 11+Zρ ∀t ∈ N0
Den Konsumprozess (ct)t∈N0 erha¨lt man durch die folgende Gleichung
ct ≡ f(α, kt)− φ(kt+1) + (1− δ)kt
beziehungsweise den Investitionsprozess (it)t∈N0 durch









2.2 Das stochastische diskontierte dynamische Programm
Als Basis dienen hier folgende Werke: Knut Sydsæter, Peter Hammond, Atle Sei-
erstad und Arne Strøm [11] sowie M. Miranda und P. Fackler [7].
Sei (θ˜t)t∈N0 eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen
5 fu¨r die gilt θ˜t ∈ Θ˜ P-f.s. fu¨r alle
t, wobei die Menge Θ˜ ⊂ (0, 1] eine abza¨hlbare Menge ist. Außerdem sei das Tupel{
S,A,Φ, g, β,R, (θ˜t)t∈N0
}
ein stochastisches diskontiertes dynamisches Programm. Die Menge S ⊆ Rn wird
als Zustandsraum bezeichnet, die Menge A ⊆ Rk als Aktionsraum. Falls n = k = 1,
so nennt man s ∈ S Zustandsvariable und a ∈ A Aktions- oder Kontrollvariable.
Die Abbildung Φ : S → 2A = {B : B ⊆ A} ist eine Korrespondenz d.h. Φ(s) ⊆ A
fu¨r alle s ∈ S. Diese Korrespondenz Φ heißt zula¨ssige Aktionskorrespondenz. Die
U¨bergangsfunktion g : S ×A→ S, das Risikofunktional R und der Diskontfaktor
β ∈ (0, 1) vervollsta¨ndigen das Tupel. Die Transformationsfunktion g (Dynamik)
hat die folgende allgemeine Form:
st+1 = g(st, at, θ˜t+1) s0 ∈ S fix ∀t ∈ N0
5Alternativ kann (θ˜t)t∈N0 eine zeit-diskrete homogene Markov-Kette mit abza¨hlbarem Zu-
standsraum Θ˜ ⊂ (0, 1] sein.
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Wie bereits festgestellt, kann man das stochastische Maximierungsproblem (7)
als ein stochastisches diskontiertes dynamisches Programm anschreiben, vergleiche
dazu (8) mit (7). In dieser Arbeit wird die spezielle Transformationsfunktion (10)
betrachtet.
kt+1 = θ˜t+1 · κt+1 · 11+Zρ ∀t ∈ N0 (10)
Die nicht-negative Kontrollvariable κt ≥ 0 entspricht dem Kapitalstock vor Schock
inklusive der Versicherungspra¨mie zum Zeitpunkt t.
Zur Wiederholung: Die nicht-negative Zufallsvariable θ˜t und die Konstante Zρ sind
wie folgt definiert:
θ˜t = ρ+ (1− ρ)θt ∀t ∈ N0, ρ ∈ (0, 1)




Es ist weiters festzuhalten, dass kt die Zustandsvariable und κt+1 die Aktionsva-
riable (Kontrollvariable) des stochastischen diskontierten dynamischen Programms







Es ist offensichtlich, dass die nachfolgende Rekursion der Modelldynamik (10) ent-
spricht.
kt+1 = θ˜t+1 · κ˜t+1 ∀t ∈ N0
Die nicht-negative Variable κ˜t ≥ 0 entspricht dem Kapitalstock vor Schock exklu-
sive der Versicherungspra¨mie zum Zeitpunkt t.
Somit kann man das stochastische diskontierte dynamische Programm (9) als al-







f(α, kt) + (1− δ)kt − κ˜t+1 − Zρ · κ˜t+1
]
kt+1 = θ˜t+1 · κ˜t+1 ∀t ∈ N0
κ˜t+1 ∈ Φ˜(kt) ∀t ∈ N0
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(11)







−1κ ∈ R+ : 0 ≤ κ ≤ f(α, s) + (1− δ)s
}
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fu¨r alle s ∈ R+. Man beachte, dass kt die Zustandsvariable und κ˜t+1 die Kontroll-
variable des stochastischen diskontierten dynamischen Programms (11) ist. Sei
weiters φ˜ die Politikfunktion des Programms (11). Man beachte, dass die beiden




Die nicht-negative Konstante Zρ ≥ 0 steht fu¨r die Versicherungspra¨mie pro Kapi-
talstockeinheit.
Es gilt zu beachten, dass die Politikfunktion φ˜ Teil der Lo¨sung der Bellman Funk-
tionalgleichung (12b) des stochastischen diskontierten dynamischen Programms
(11) ist. Sei k ≥ 0 die Zustandsvariable und κ˜ ≥ 0 die Kontrollvariable (Aktions-
variable) des stochastischen diskontierten dynamischen Programms.
V (k) = max
κ˜∈Φ˜(k)




θ˜ · κ˜)] ∀k ∈ R+ (12a)
φ˜(k) = arg max
κ˜∈Φ˜(k)




θ˜ · κ˜)] ∀k ∈ R+ (12b)





f(α, k) + (1− δ)k − κ˜− Zρ · κ˜
)
definiert ist. Zur Wiederholung: Die Funktion V (k) heißt Wertfunktion des sto-
chastischen diskontierten dynamischen Programms.
Die nicht-negative Zufallsvariable (Konsum zum Zeitpunkt t)
f(α, kt) + (1− δ)kt − κ˜t+1 − Zρ · κ˜t+1
betrachtet zum Zeitpunkt t− 1 setzt sich zusammen aus dem Einkommen f(α, kt)
(zum Zeitpunkt t), dem Kapitalstock nach Abschreibung (1 − δ)kt, der Versiche-
rungspra¨mie
Zρ · κ˜t+1 = a(it, kt, θ0),
(
it = κ˜t+1 − (1− δ)kt
)
und dem Kapitalstock vor einem etwaigen negativen Schock θt+1 < 0. Der Ka-
pitalstock vor einem mo¨glichen negativen Schock wird mit κ˜t+1 bezeichnet. Man
beachte, dass kt und κ˜t+1 = φ˜(kt) zum Zeitpunkt t− 1 zwei nicht-negative Zufalls-
variablen sind und ct das Argument des Risikofunktional ist.
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∀t ∈ N0, ρ ∈ (0, 1)
definiert sind. Eine weitere Form der Modelldynamik (10) stellt somit die Trans-
formationsfunktion (13) mit fixem ρ ∈ (0, 1) dar.
kt+1 = χt+1 (ρ) · κt+1 ∀t ∈ N0 (13)
Im Folgenden wird das stochastische dynamische Modell mit Hilfe des Value Func-
tion Iteration Algorithmus numerisch berechnet. Es gilt also das stochastische
diskontierte dynamische Programm (9) zu berechnen. Um dieses stochastische dis-
kontierte dynamische Programm numerisch berechnen zu ko¨nnen, werden die Pa-
rameter α, β, δ, ν, γL, γH und E fixiert auf α = 1, β =
9
10
, δ = 1
10









und E = 6. Weiters wird hier eine logarithmische Nutzenfunktion
verwendet, d.h. R[Y ] = E[ ln(Y ) ].





setzt. Bei einem Schockprozess (θt)t∈N0 von dieser Art kann man innerhalb von
100 Perioden fu¨nfzehn negative Schocks erwarten.
Die Modellparameter wurden so gewa¨hlt, dass die numerisch berechnete Politik-
funktion φ˜ des stochastischen diskontierten dynamischen Programms (11) u¨ber
drei Fixpunkte6 verfu¨gt. Dies ist Voraussetzung fu¨r die Existenz einer Armutsfal-
le, siehe dazu Abbildung 18 auf Seite 37 beziehungsweise auch die Arbeit [6].
Die Abbildung 1 zeigt die Politikfunktion φ˜(k) des stochastischen diskontierten dy-
namischen Programms (11) mit der exogenen Variablen ρ = 2
10
(Deckungsgrad).
Diese Funktion besitzt die Fixpunkte k¯L, k¯ und k¯H .
Auf den Abbildungen 1 und 2 befindet sich auf der x-Achse jeweils der Kapital-
stock zum Zeitpunkt t (Zustandsvariable), auf der y-Achse der Kapitalstock vor
Schock zum Zeitpunkt t + 1 als Kontrolvariable. Die durchgehende Linie ist die
Politikfunktion φ˜(k). Die strichlierte Linie repra¨sentiert die Winkelhalbierung von
R+.
6Der Wert k¯ ∈ R+ heißt Fixpunkt der Funktion φ˜ falls gilt:
k¯ = φ˜(k¯)
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Abbildung 1: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion φ˜(k) des stochastischen dis-













, E = 6 und ρ = 2
10
.
Abbildung 2: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion φ˜(k) des stochastischen dis-

















Man beachte, dass die Politikfunktion φ˜(k) gemeinsam mit dem Schockprozess
(θt)t∈N0 den Verlauf des Kapitalstockprozesses (kt)t∈N0 bestimmt.
Anmerkung 1 (Entwicklung). Sei (kt)t∈N0 der Kapitalstockprozess des hier be-
trachteten Modells und weiters seien k¯L, k¯ und k¯H die drei Fixpunkte der Politik-
funktion von Abbildung 1. Dann gilt:
(i) Der Kapitalstock kt ∈ R+ : kt ≤ k¯L na¨hert sich dem Fixpunkt k¯L falls kein
negativer Schock auftritt.
0 < kt ≤ k¯L und θt+1 = 1 =⇒ |kt+1 − k¯L| ≤ |kt − k¯L|
(ii) Falls kein negativer Schock auftritt entwickelt sich der Kapitalstock kt ∈ R+ :
k¯L ≤ kt < k¯ in Richtung des Fixpunktes k¯L.
k¯L ≤ kt < k¯ und θt+1 = 1 =⇒ |kt+1 − k¯L| ≤ |kt − k¯L|
(iii) Der Kapitalstock kt ∈ R+ : k¯ < kt ≤ k¯H na¨hert sich dem Fixpunkt k¯H falls
kein negativer Schock auftritt.
k¯ < kt ≤ k¯H und θt+1 = 1 =⇒ |kt+1 − k¯H | ≤ |kt − k¯H |
(iv) Der Kapitalstock kt ∈ R+ : kt ≥ k¯H entwickelt sich in Richtung des Fixpunk-
tes k¯H falls kein negativer Schock auftritt.
kt ≥ k¯H und θt+1 = 1 =⇒ |kt+1 − k¯H | ≤ |kt − k¯H |
Die Abbildung 2 zeigt noch zusa¨tzlich die Politikfunktion φ˜(k) des stochastischen












= θ˜t+1 · φ˜(kt)− kt
definiert. Diese Zufallsvariable beschreibt die Vera¨nderung des Kapitalstocks zwi-
schen t+ 1 und t. Man beachte, dass eine positive Vera¨nderung fu¨r ein (positives)
o¨konomisches Wachstum des Haushalts steht.
7Notation:























, E = 6 und ρ = 2
10
fu¨r ϑ1, . . . , ϑ4 ∈ Θ˜(ρ).


















, E = 6 und ρ = 8
10
fu¨r ϑ1, . . . , ϑ4 ∈ Θ˜(ρ).
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Die Abbildung 3 zeigt die mo¨glichen Realisationen der Zufallsvariable ∆ kt+1 des
stochastischen diskontierten dynamischen Programms (11) mit dem Parameter
ρ = 2
10
und dies in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock zum Zeitpunkt t.
Auf der Abbildung 4 wird der gleiche Sachverhalt beschrieben jedoch mit ρ = 8
10
ein anderer Parameterwert verwendet.
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3 Der Kapitalstockprozess des Haushalts
Sei {kt : (Ω,F ,P) → I = R+ : t ∈ N0} eine Menge von nicht-negativen Zufalls-
variablen. Diese Menge heißt nicht-negativer zeit-diskreter stochastischer Prozess8
und die Menge I heißt stetiger Zustandsraum, vergleiche dazu P. Billingsley [3].
Der zeit-diskrete stochastische Prozess (kt)t∈N0 heißt hier Kapitalstockprozess und
ist durch die Dynamik des Modells
0 ≤ kt+1 = θ˜t+1 · φ˜ (kt) ∀t ≥ 0
und den Startwert k0 ∈ R+ definiert. Zur Erinnerung: Man beachte, dass φ˜(k) die
Politikfunktion des stochastischen diskontierten dynamischen Programms (11) ist,
siehe dazu Seite 11.
Sei { gi : R+ → R+ : i ∈ N0 } eine Menge von Funktionen, die jeweils auf R+ durch
gi+1(k) = θ˜i+1 · φ˜
(
gi(k)
) ∀i, θ˜i+1 D= θ˜0
und
g1(k) = θ˜1 · φ˜(k), θ˜1 D= θ˜0
definiert sind. Es sei darauf hingewiesen, dass auf Grund der obigen Definition
kt = g
t(k0)
fu¨r alle t ∈ N0 ist. Man beachte, dass die Zufallsvariablen der Folge (θ˜t)t∈N0 un-
abha¨ngig und identisch verteilt sind.
Satz 1 (Kapitalstockprozess). Sei (kt)t∈N0 der Kapitalstockprozess des hier be-





∥∥{ki : i = 0, . . . , t}) = P(kt+1 ∥∥kt) ∀t ∈ N0
Beweis. Seien die Funktionen gt : t ∈ N0 so wie oben definiert und sei weiters
Xt = {ki : i = 0, . . . , t} eine Menge von Kapitalsto¨cken, d.h. ki ≥ 0 fu¨r alle i. Sei
















) ∥∥Xt) = P(θ˜t+1 · φ˜ ( kt )∥∥Xt)
Man beachte, dass die Kapitalsto¨cke k0, . . . , kt−1 auf die Zufallsvariable θ˜t+1 ·φ˜ ( kt )




∥∥{ki : i = 0, . . . , t}) = P(kt+1 ∥∥kt).
Damit ist der Satz 1 bewiesen. Qed
Sei n ∈ N eine Konstante, dann heißt die Korrespondenz Γ˜(k), die auf R+ definiert
ist durch
k 7→ Γ˜ (k) def=
{
(1 + Zρ) · λ ·
(
f(α, k) + (1− δ)k
)
∈ R+ : λ = 0, 1n , . . . , nn
}
,
Diskretisierung der zula¨ssigen Aktionskorrespondenz Φ˜(k). Fu¨r ein fixes nicht-
negatives k ist Γ˜(k) eine abza¨hlbare endliche Teilmenge der zula¨ssigen Aktions-
menge Φ˜(k). Die Konstante n wird in dieser Arbeit so gewa¨hlt, dass der Abstand
zwischen zwei benachbarten Elementen 1
10
betra¨gt.
Sei nun weiters {Kt ∈ Γ˜(k¯H)P-f.s. : t ∈ N0} ein zeit-diskreter stochastischer Pro-
zess mit abza¨hlbarem Zustandsraum9. Der Punkt k¯H ∈ R+ ist der gro¨ßte Fixpunkt
der Politikfunktion φ˜(k), d.h.
k¯H = max
{
k ∈ R+ : k = φ˜(k)
}
.





k ∈ R+ ∩ Γ˜n : θ˜t+1 · φ˜ (Kt ) ≤ k
}





k ∈ R+ ∩ Γ˜n : k0 ≤ k
}
.
Man beachte, dass Kt gegen kt monoton konvergiert, wenn n gegen unendlich





k ∈ R+ ∩ Γ˜n : θ˜t · φ˜ (Kt−1 ) ≤ k
}




(1 + Zρ) · λ ·
(
f(α, k¯H) + (1− δ)k¯H
)














Kt = kt ∀t.
Somit wird der zeit-diskrete stochastische Prozess {Kt : t ∈ N0} als Approximation
fu¨r den Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 verwendet.
3.1 Der Kapitalstockprozess als Markov-Kette




k ∈ Γ˜n : θ˜t+1 · φ˜ (Kt ) ≤ k
}
fu¨r alle t ∈ N0 mit der Anfangsaustattung an Kapital
K0 = min
{
k ∈ Γ˜n : k0 ≤ k
}
.
Man beachte, dass Γ˜n ⊂ R+ ein abza¨hlbarer endlicher Zustandsraum ist. Zur
Erinnerung: Der Punkt k¯H ∈ R+ ist der gro¨ßte Fixpunkt der Politikfunktion φ˜(k)
des stochastischen diskontierten dynamischen Programms (11).
Definition 2 (Markov-Kette). Sei (Xt)t∈N0 ein zeit-diskreter stochastischer Pro-
zess mit abza¨hlbarem Zustandsraum Id, der Markov-Kette heißt, wenn fu¨r alle
Zeitpunkte t ∈ N0 und alle Zusta¨nde i0, . . . , it, it+1 ∈ Id die folgende Gleichung
P
(




Xt+1 = it+1 |Xt = it
)
erfu¨llt ist. Diese Gleichung heißt auch Markov-Eigenschaft.
Die obige Definition ist dem Buch von D. Stirzaker [10] entnommen. Mit Hilfe der
Definition 2 kann man den folgenden Satz formulieren:
Satz 2 (Kapitalstockprozess). Sei {Kt : t ∈ N0} ein zeit-diskreter stochastischer
Prozess mit abza¨hlbarem Zustandsraum wie oben definiert, so ist dieser stochasti-
sche Prozess eine Markov-Kette.
Beweis. Seien i0, . . . , it, it+1 ∈ Γ˜n beliebige Zusta¨nde der zeit-diskreten Markov-










k ∈ Γ˜n : θ˜t+1 φ˜ ( it ) ≤ k
}
= ii+1













Somit gilt die Markov-Eigenschaft. Qed
Es gilt festzuhalten, dass die Markov-Kette {Kt : t ∈ N0} eine homogene Markov-
Kette ist. Eine Markov-Kette (Xt)t∈N0 heißt homogen falls gilt:
P
(




Xτ+1 = j |Xτ = i
) ∀t, ∀τ, ∀i, ∀j
Fu¨r jede homogene Markov-Kette mit abza¨hlbarem endlichem Zustandsraum exis-
tiert eine U¨bergangsmatrix Q ≥ 0. Eine U¨bergangsmatrix ist eine stochastische
Matrix10. Sei P = ( pij ) eine stochastische Matrix, die durch
pij = P
(





ϑ ∈ Θ˜ : min
{





definiert ist. Es gilt zu beachten, dass das Minimum existiert da die Menge Γ˜n
abzahlbar und endlich ist. Die stochastische Matrix P ist die U¨bergangsmatrix
der homogenen Markov-Kette {Kt : t ∈ N0}.
Zur Veranschaulichung der Dynamik der homogenen Markov-Kette mit der U¨ber-
gangsmatrix P entwickeln wir nun einen speziellen Graphen.
10Eine stochastische Matrix Q = ( qij ) ist wie folgt definiert:
Q ∈ [ 0, 1 ]m×m : qij ≥ 0,
∑
j
qij = 1 ∀i, ∀j
11Sei θ˜ ∈ Θ˜P-f.s. eine Zufallsvariable fu¨r die gilt:
θ˜
D= θ˜t+1 ⇐⇒ θ˜ D= θ˜0
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Sei {PT,NC,C,H} eine Partition von Γ˜n und sei wie folgt definiert:
PT =
{


















Man beachte, dass k¯H laut Definition von Γ˜n ein Teil dieser Menge ist. Die Menge
PT heißt in dieser Arbeit Armutsfalle (poverty trap). Ein Haushalt mit einem
Kapitalstock Kt ∈ PT (kt ∈ PT ) wa¨hlt die weniger entwickelte Technologie fL
und gilt somit als arm, vergleiche dazu die Arbeit [6]. Es gilt weiter:
Kτ ∈ PT =⇒ Kt ∈ PT ∀t ≥ τ
Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber einen Kapitalstock, welcher in der Menge PT liegt, so
wird seine weitere o¨konomische Entwicklung (Kt)t≥τ diesen Bereich nicht mehr
verlassen.
PT steht hierbei fu¨r poverty trap, NC fu¨r non-climb, C fu¨r climb und schließlich
H fu¨r high.
O¨konomisch betrachtet la¨sst sich weiters festhalten, dass ein Haushalt in dieser
Modello¨konomie mit einem Kapitalstock Kt ∈ C ein Entwicklungspotenzial be-
sitzt. Ein Haushalt der u¨ber einen Kapitalstock Kt ∈ NC verfu¨gt, hat jedoch kein
positives Wachstumspotenzial. Beide Aussagen beziehen sich auf den Zeitpunkt t.
Ferner gilt es noch festzuhalten, dass ein Haushalt mit einem Kapitalstock Kt ∈
C ∪ H immer die Technologie fH zum Zeitpunkt t wa¨hlt, somit ist er zum Zeit-
punkt t als nicht-arm einzustufen.



























U¨bergangsgraph der Markov-Kette {Kt : t ≥ 0} mit der U¨bergangsmatrix ( pij ).
Man beachte, dass falls M1 und M2 Elemente der Partition sind und weiters





Die Modellparameter α, β, δ, ν, γL, γH und E werden auf α = 1, β =
9
10











und E = 6 fixiert.
Die Abbildung 7 zeigt den U¨bergangsgraphen der Markov-Kette (Kt)t∈N0 des Mo-
dells mit ρ = 2
10
als Deckungsgrad. Diese Markov-Kette besitzt die folgenden
Eigenschaften:
min Θ˜ · θ˜(k¯H) > k¯
min Θ˜ · θ˜(K) > k¯L ∀K > k¯
Hierzu vergleiche man die Politikfunktion des Modells auf Abbildung 1 beziehungs-
weise auch die Abbildungen 3 und 5.
Der U¨bergangsgraph der Abbildung 7 beschreibt ebenfalls die homogene Markov-
Kette (Kt)t∈N0 mit ρ =
8
10
als Deckungsgrad. Man vergleiche hierzu die Politik-
funktion des Modells auf Abbildung 2 beziehungsweise auch die Abbildungen 4
und 6.
Aufgrund der numerischen Berechnungen kann ein U¨bergangsgraph wie auf Abbil-
dung 8 fu¨r dieses Modell beziehungsweise fu¨r diese Markov-Kette ausgeschlossen
werden.
Man beachte, dass die Abbildung 5 die mo¨glichen Realisationen der beiden Zu-
fallsvariablen
Kt+1 = θ˜t+1 · φ˜(k¯H)
und
Kt+1 = θ˜t+1 · φ˜(k¯)
des Modells mit Parameter ρ = 2
10
zum Zeitpunkt t abbildet. Außerdem findet
man auf dieser Abbildung die Fixpunkte der Politikfunktion k¯L, k¯ und k¯H ein-
gezeichnet. Weiters kann man alle Realisationen k1, k2, k3 und k4 der beiden
Zufallsvariablen ablesen. Aus dieser Abbildung kann man sodann noch erkennen,
dass die zwei Zufallsvariablen nur Realisationen besitzen, welche gro¨ßer sind als











Abbildung 5: Die Abbildung zeigt die jeweiligen Realisationen k1, k2, k3 und k4 der
beiden Zufallsvariablen θ˜t+1 · φ˜(k¯H) (oben) und θ˜t+1 · φ˜(k¯) (unten) zum Zeitpunkt











Abbildung 6: Die Abbildung zeigt die jeweiligen Realisationen k1, k2, k3 und k4 der
beiden Zufallsvariablen θ˜t+1 · φ˜(k¯H) (oben) und θ˜t+1 · φ˜(k¯) (unten) zum Zeitpunkt









Abbildung 7: Die Abbildung zeigt den Zustandsgraphen der Markov-Kette
(Kt)t∈N0 .
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Die Abbildung 6 beschreibt die gleichen beiden Zufallsvariablen wie auch Abbil-
dung 5, jedoch wird hier mit ρ = 8
10






Abbildung 8: Die Abbildung zeigt einen Graphen, der im hier vorliegenden Modell
ausgeschlossen werden kann.
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3.2 Das asymptotische Verhalten des Kapitalstockprozes-
ses
In diesem Abschnitt wird das asymptotische Verhalten des Kapitalstockprozesses
betrachtet. Es wird also das Konvergenzverhalten in Verteilung der Markov-Kette
{Kt : t ∈ N0} untersucht. Sei P ∈ Rm×m+ die U¨bergangsmatrix der homogenen zeit-
diskreten Markov-Kette {Kt : t ∈ N0} mit abza¨hlbarem endlichem Zustandsraum.
Sei {Ft : t ∈ N0} die Folge der Verteilungsfunktionen der homogenen Markov-
Kette {Kt : t ∈ N0}.
Notation:
Kt
D−→ K ∼ pi def⇐⇒ lim
t→+∞
Ft = FK
Man beachte, dass der Vektor pi die Verteilungsfunktion12 der diskreten Zufallsva-
riable K beschreibt.
Satz 3. Sei P ∈ Rm×m+ die U¨bergangsmatrix der homogenen zeit-diskreten Markov-
Kette {Kt : t ∈ N0} mit abza¨hlbarem endlichem Zustandsraum Γ˜n. Sei weiters
{Ft : t ∈ N0} die Folge der Verteilungsfunktionen dieser homogenen Markov-Kette




Dann gilt fu¨r einen beliebigen Startwert ki ∈ Γ˜n der Markov-Kette die folgende
Aussage:
Kt
D−→ Ki ∼ ( p¯ij )j≥1
Es gilt zu beachten, dass der Vektor ( p¯ij )j≥1 die Verteilungsfunktion der diskreten
Zufallsvariable Ki beschreibt.
Beweis. Seien k1 ≤, . . . ,≤ km ∈ Γ˜n die geordneten Elemente des abza¨hlbaren end-
lichen Zustandsraums.
Sei ki der Startwert und Fi die Verteilungsfunktion der Zufallsvariable Ki.
12Sei FK die Verteilungsfunktion der diskreten Zufallsvariable K und sei pi = (pij )mi=1 der







Es gilt zu zeigen, dass fu¨r ein beliebiges fixes kl gilt Folgendes:
Ft(k








Man beachte, dass ptij = P
(
Kt = k





· P t · ej
m×1














D.h. wenn t gegen unendlich strebt und K0 = k
i ist, dann strebt die Funktion Ft
gegen die Funktion Fi. Qed
Definition 3. Sei Q ∈ Rm×m+ die U¨bergangsmatrix der homogenen zeit-diskreten
Markov-Kette {Xt : t ∈ N0} mit abza¨hlbarem endlichem Zustandsraum. Die U¨ber-








Man beachte, dass R eine Matrix mit identischen Zeilen ist.
Diese Definition ist der Arbeit von G. Pflug und W. Schachermayer [9] entnommen.
Definition 4. Sei Q ∈ Rm×m+ die U¨bergangsmatrix der homogenen zeit-diskreten
Markov-Kette {Xt : t ∈ N0} mit abza¨hlbarem endlichem Zustandsraum. Der sto-
chastische Vektor piQ ∈ R1×m+ heißt stationa¨re Verteilung der Markov-Kette {Xt :
t ∈ N0} falls gilt:
piQ = piQ ·Q
Somit kann man Folgendes festhalten: Sei Q eine stark ergodische U¨ber gangs-





Auf Grund der numerischen Berechnung des Ergodizita¨tskoeffizienten kann man
feststellen, dass die U¨bergangsmatrix P der Markov-Kette {Kt : t ∈ N0} im Mo-
dell mit Parameter ρ = 2
10
stark ergodisch ist. Somit ergeben die numerischen
Berechnungen den stochastischen Vektor
piP =
(












, 0, . . . , 0
)









verfu¨gt. Die Abbildungen 9 - 12 zeigen das Konvergenzverhalten der U¨bergangs-
matrix P fu¨r den Zeilenvektor ( pmj )j≥1 nach 100, 300, 600 und 3000 Schritten.
Die Abbildung 12 zeigt die Eintragungen des Vektors piP des Modells mit Para-
meter ρ = 2
10
. Man beachte, dass es sich hierbei um eine rechtssteile Verteilung
handelt.
Die homogene zeit-diskrete Markov-Kette {Kt ∈ Γ˜nP-f.s. : t ∈ N0} mit Parameter
ρ = 2
10
besitzt somit die folgende asymptotische Eigenschaft:
Kt
D−→ K ∈ PT P-f.s.
Man kann folglich festhalten, dass ein Haushalt in diesem Modell fru¨her oder spa¨ter
in die Armutsfalle geraten wird.
Im Gegensatz zum Modell mit Parameter ρ = 2
10
zeigt sich im Modell mit ρ = 8
10
ein
anderes asymptotisches Verhalten. Die numerischen Berechnungen ergaben, dass














Man beachte, dass in diesem Fall die Markov-Kette {Kt : t ∈ N0} in zwei abge-
schlossene Klassen zerfa¨llt.
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Abbildung 9: Die Abbildung zeigt die stationa¨re Verteilung piP der Markov-Kette
mit den Parametern α = 1, β = 9
10
, δ = 1
10








, E = 6 und
ρ = 2
10
mit Startwert k¯H nach 100 Iterationen.
Abbildung 10: Die Abbildung zeigt die stationa¨re Verteilung piP der Markov-Kette
mit den Parametern α = 1, β = 9
10
, δ = 1
10








, E = 6 und
ρ = 2
10
mit Startwert k¯H nach 300 Iterationen.
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Abbildung 11: Die Abbildung zeigt die stationa¨re Verteilung piP der Markov-Kette
mit den Parametern α = 1, β = 9
10
, δ = 1
10








, E = 6 und
ρ = 2
10
mit Startwert k¯H nach 600 Iterationen.
Abbildung 12: Die Abbildung zeigt die stationa¨re Verteilung piP der Markov-Kette
mit den Parametern α = 1, β = 9
10
, δ = 1
10








, E = 6 und
ρ = 2
10
. Es gilt festzuhalten, dass die Werte außerhalb von PT verschwunden sind.
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Abbildung 13: Die Abbildung zeigt die stationa¨re Verteilung piL der Markov-Kette
mit den Parametern α = 1, β = 9
10
, δ = 1
10












Abbildung 14: Die Abbildung zeigt die stationa¨re Verteilung piH der Markov-Kette
mit den Parametern α = 1, β = 9
10
, δ = 1
10













Abbildung 15: Die Abbildung zeigt einen Ausschnitt der stationa¨ren Verteilung
piH der Markov-Kette mit den Parametern α = 1, β =
9
10
, δ = 1
10









, E = 6 und ρ = 8
10
nach 601 Iterationen.
Abbildung 16: Die Abbildung zeigt einen Ausschnitt der stationa¨ren Verteilung
piH der Markov-Kette mit den Parametern α = 1, β =
9
10
, δ = 1
10













Seien k1 ≤, . . . ,≤ km ∈ Γ˜n die geordneten Elemente des abza¨hlbaren endlichen
Zustandsraums der Markov-Kette {Kt : t ∈ N0}. Dann kann man festhalten, dass





D−→ KL ∈ PT P-f.s. ∀K0 ≤ kˆ, (KL ∼ piL)
und
Kt
D−→ KH > km1 P-f.s. ∀K0 > kˆ, (KH ∼ piH)
besitzt. Der Wert kˆ = km1 ist der Treshold-Wert des Modells. Die Abbildung 13
zeigt die Eintragungen des Vektors piL und die Abbildung 14 die Eintragungen des
Vektors piH .
Aus den Abbildungen 15 und 16 ist ersichtlich, dass sich die Verteilung Kt nach
600 Iterationen nicht mehr vera¨ndert.
Seien CL und CH zwei disjunkte Teilmengen der Menge C, sodass CL ∪ CH = C
und CL = {k1, . . . , kˆ} ist. Dann zeigt die Abbildung 17 einen U¨bergangsgraphen
der Matrix P .
Man kann somit festhalten, dass ein Haushalt in diesem Modell nicht zwangsweise
in die Armutsfalle geraten muss.
Zusammenfassend sei nun angemerkt, dass ein Anstieg des Deckungsgrades ρ (exo-
gene Variable) dazu fu¨hren kann, dass ein Haushalt mit einem Anfangskapitalstock,
welcher gro¨ßer ist als ein gewisser Treshold-Wert, auf lange Sicht nicht in die Ar-
mutsfalle geraten wird. Dieser Treshold-Wert ergibt sich aus dem Modell und wird
mit kˆ ∈ Γ˜n bezeichnet. Die numerischen Berechnungen ergaben, dass der Treshold








Abbildung 17: Die Abbildung zeigt einen weiteren mo¨glichen Graphen der
U¨bergangsmatrix P der Markov-Kette (Kt)t≥0. Diese Form des Graphen ergibt




3.3 Die Gleichgewichte der Markov-Kette
In diesem Kapitel wird das Modell (die Markov-Kette) auf mo¨gliche asymptotische
Gleichgewichte analysiert. Es wird sodann der Einfluss der exogenen Variablen ρ
(Deckungsgrad) auf die Existenz von derartigen Gleichgewichten untersucht.
Definition 5 (asymptotisches Gleichgewicht). Sei {Xt : t ∈ N0} ein stochasti-









(0, k¯L], (k¯L, k¯], (k¯, k¯H), {k¯H}
}
definiert ist. Zur Wiederholung: Die Menge PT heißt in dieser Arbeit Armutsfalle
(poverty trap). Es gilt weiters festzuhalten, dass die Menge C∪H dem halboffenen
Intervall (k¯, k¯H ] entspricht. Die drei Konstanten k¯L, k¯ und k¯H sind die Fixpunkte
der Politikfunktion. Aus der Abbildung 18 kann man die Werte dieser Fixpunkte
in Abha¨ngigkeit von der exogenen Variable ρ ablesen.
Sei KL ein Gleichgewicht der Markov-Kette {Kt : t ∈ N0} mit der Eigenschaft
Kt
D−→ KL ∈ PT P-f.s.
und weiters sei KH ein Gleichgewicht, das die Eigenschaft
Kt
D−→ KH ∈ C ∪H P-f.s.
besitzt. Ansonsten sind diese asymptotischen Gleichgewichte beliebig. Man kann
somit festhalten, dass die Menge PT (C ∪H) der Tra¨ger13 der Zufallsvariable KL
(KH) ist.
Um die Gleichgewichte numerisch berechnen zu ko¨nnen, werden die Parameter α,
β, δ, ν, γL, γH und E fixiert auf α = 1, β =
9
10
, δ = 1
10








und E = 6.
13Eine Menge T heißt Tra¨ger der Zufallsvariable X falls gilt:
P
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Abbildung 18: Die Abbildung zeigt die Fixpunkte der Politikfunktion φ˜(k) des
stochastischen diskontierten dynamischen Programms (11) mit den Parametern
α = 1, β = 9
10
, δ = 1
10
































Abbildung 19: Die Abbildung zeigt die Erwartungswerte der Gleichgewich-
te in Abha¨ngigkeit von der exogenen Variable ρ (Deckungsgrad). Die beiden









Abha¨ngigkeit von ρ (Deckungsgrad) dar.
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Sei kˆ = kˆ( ρ ) der jeweilige Treshold-Wert des Modells. Der Treshold ist hier ein
Element der Menge C. Aus den numerischen Berechnungen ergibt sich die Abbil-




















Kt |K0 < km1 , ρ
]
fu¨r alle ρ ≥ 1
2









repra¨sentieren. Auf der Abbildung 19 kann man zudem erkennen, dass die Stan-
dardabweichung Std sinkt falls der Deckungsgrad ↑ ρ (exogene Variable) steigt.
Aus den numerischen Berechnungen kann man Folgendes erkennen: Das Modell




zwei Gleichgewichte KL und KH fu¨r ρ ≥ 12 , vergleiche dazu Abbildung 19.
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3.4 Stoppzeiten
In diesem Teil der Arbeit gehen wir nun der Frage nach, zu welchem Zeitpunkt
seiner o¨konomischen Entwicklung sich der Haushalt das erste Mal in der Armuts-
falle befindet?
Diese Frage kann nur in Abha¨nigkeit zum Anfangskapitalstock beantwortet wer-
den. Man beachte, dass Anfangskapitalsto¨cke K0 ≤ k¯L hier nicht betrachtet wer-
den.
Definition 6 (Stoppzeit). Sei {Xt : t ∈ N0} eine homogene zeit-diskrete Markov-
Kette mit abza¨hlbarem endlichem Zustandsraum Id sowie Startwert x0 ∈ R+ und




∣∣Xt ∈ J) = 1
Die Menge J heißt auch absorbierende Menge. Man beachte, dass die Menge PT




= inf{t ∈ N0 : Xt ∈ J}
definiert ist. Eine solche Zufallsvariable TJ heißt Stoppzeit. Es gilt festzuhalten,
dass eine Stoppzeit TJ dieser Form auch Absorptionszeit heißt.
In dieser Arbeit ist man insbesonders an der Stoppzeit
TPT = inf{t ∈ N0 : Kt ∈ PT}
interessiert. Die Zufallsvariable TPT entspricht dem Zeitpunkt des erstmaligen Ein-
tritts in die Menge PT . Die Verteilungsfunktion dieser Zufallsvariable und die
mittlere Eintrittsdauer (Erwartungswert) ist hier in dieser Arbeit von Interesse.
Beginnen wir mit der Frage, welche Verteilungsfunktion die Stoppzeit TPT besitzt,
dies in Abha¨ngigkeit vom Anfangskapitalstock. Die Zufallsvariable TPT ist eine
diskrete Zufallsvariable, d.h.
TPT ∈ N0 P-fast sicher.
Seien k1 ≤, . . . ,≤ km ∈ Γ˜n die geordneten Elemente des abza¨hlbaren endlichen
Zustandsraums Γ˜n der Markov-Kette {Kt ∈ Γ˜nP-f.s. : t ∈ N0}. Weiters sei i ∈
Γ˜n − PT = {l : kl ∈ Γ˜n, kl /∈ PT} und sonst beliebig. Dann gilt
P
(




Abbildung 20: Die Abbildung zeigt die Funktion t 7→ P(TPT > t |K0 = k0) mit
ki = k¯L+2 als Startwert (Anfangskapitalausstattung). Auf der x-Achse ist die Zeit
t aufgetragen und auf der y-Achse die Wahrscheinlichkeit bei gegebenen Startwert.
Abbildung 21: Die Abbildung zeigt die Funktion t 7→ P(TPT > t |K0 = k0) mit
ki = k¯ als Startwert (Anfangskapitalausstattung). Auf der x-Achse ist die Zeit t
aufgetragen und auf der y-Achse die Wahrscheinlichkeit bei gegebenen Startwert.
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Abbildung 22: Die Abbildung zeigt die Funktion t 7→ P(TPT > t |K0 = k0) mit
ki = 100 >> k¯ als Startwert (Anfangskapitalausstattung). Auf der x-Achse ist
die Zeit t aufgetragen und auf der y-Achse die Wahrscheinlichkeit bei gegebenen
Startwert.
Abbildung 23: Die Abbildung zeigt die Funktion t 7→ P(TPT > t |K0 = k0) mit
ki = k¯H als Startwert (Anfangskapitalausstattung). Auf der x-Achse ist die Zeit t
aufgetragen und auf der y-Achse die Wahrscheinlichkeit bei gegebenen Startwert.
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Abbildung 24: Die Abbildung zeigt die Funktion k ≥ 1 7→ E[TPT |K0 = k ]
fu¨r das Modell mit den Parametern α = 1, β = 9
10
, δ = 1
10









, E = 6 und ρ = 2
10
. Auf der x-Achse ist der Startwert der Stoppzeit
TPT aufgetragen und auf der y-Achse kann man den bedingten Erwartungswert
(mittleren Eintrittszeitpunkt) der Zufallsvariable TPT ablesen.
Abbildung 25: Die Abbildung zeigt die Funktion k ≥ 1 7→ E[TPT |K0 = k ] fu¨r
das Modell mit ρ = 8
10
. Auf der x-Achse ist der Startwert der Stoppzeit TPT auf-
getragen und auf der y-Achse kann man den bedingten Erwartungswert (mittleren
Eintrittszeitpunkt) der Zufallsvariable TPT ablesen. Man beachte, dass fu¨r alle
Startwerte ki > 22 der Erwartungswert unendlich ist.
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fu¨r alle i und weiters
P
(







TPT > t |K0 = kj
)
alle t ∈ N0.
Sei pt = ( p
i
t )i∈Γ˜n−PT ein Spaltenvektor, der durch
pit = P
(
TPT > t |K0 = ki
)
definiert ist. Weiters sei Pˆ die Matrix, die aus P durch Streichen der Zeilen und
Spalten aller Zusta¨nde kj ∈ Γ˜n, fu¨r die ferner gilt kj ∈ PT , entsteht. Dann gilt:
pt+1 = Pˆ · pt ∀t ∈ N0
Sei F (t) die Verteilungsfunktion der Stoppzeit TPT und k
i > k¯L der Startwert der
Markov-Kette, dann gilt
F (t) = P
(
TPT ≤ t |K0 = ki
)
= 1−P(TPT > t |K0 = ki) = 1− pit
fu¨r alle t > 0 und weiters ist F (0) = 0.
Fu¨r die numerischen Berechnungen zu den Abbildungen 20 - 23 wird die exogene
Variable ρ (Deckungsgrad) auf ρ = 2
10
fixiert.
Die Abbildungen 20 - 23 zeigen die Funktion 1 − F (t) der Zufallsvariable TPT
fu¨r verschiedene Startwerte. Auf den Abbildungen 20 - 23 befindet sich auf der
x-Achse jeweils der Anfangskapitalstock (Startwert) k0, auf der y-Achse die Wahr-
scheinlichkeit P
(
TPT > t |K0 = k0
)
. Man beachte, dass die Fla¨che unter dieser
Funktion dem bedingten Erwartungswert entspricht.
Seien k1 ≤, . . . ,≤ km ∈ Γ˜n die geordneten Elemente des abza¨hlbaren endlichen
Zustandsraums Γ˜n der Markov-Kette {Kt : t ∈ N0} und sei
i ∈ {l : kl ∈ Γ˜n, kl /∈ PT}
beliebig. Dann erha¨lt man den mittleren Eintrittszeitpunkt durch
E
[













wobei ki > k¯L der Startwert der Markov-Kette ist.
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TPT |K0 = ki
]
der Zufallsvariable TPT in Abha¨ngigkeit vom Anfangskapitalstock k
i erkennen.
Auffallend ist, dass die Funktion der bedingten Erwartungswerte ungefa¨hr ab dem
Fixpunkt k¯ stark ansteigt um dann wieder abzuflachen. Man beachte, dass der
Fixpunkt der Politikfunktion k¯ die Eigenschaften k¯ = maxNC und k¯ = inf C
besitzt.
Auf den Abbildungen 26-27 kann man die Funktion 1− F (t) beziehungsweise die
Verteilungsfunktion F (t) der Stoppzeit TPT erkennen. Dies fu¨r den Fall, dass der
Deckungsgrad der Versicherung ρ = 8
10
betra¨gt. Die Form der Verteilungsfunktion
von TPT ist abha¨ngig vom Startwert k
i (Anfangskapitalstock). Man betrachtet auf
diesen Abbildungen (26-27) die Ergebnisse fu¨r die Startwerte k¯ − 3 und k¯ + 3.
Die numerischen Berechnungen ergaben fu¨r ein ρ ≥ 1
2
und einen Startwert ki > kˆ,




> 0 ist, somit folgt fu¨r diesen Fall:
E
[
TPT |K0 = ki
]
=∞
Zur Wiederholung: Die Markov-Kette besitzt in diesem Fall (ρ = 8
10
) die zwei
asymptotischen Gleichgewichte KL ∈ PT P-f.s. und KH /∈ PT P-f.s.. Somit be-
sitzt die Stoppzeit TPT nur fu¨r Startwerte k
i ≤ kˆ einen endlichen (bedingten)
Erwartungswert, siehe hierzu Abbildung 25.
Ferner ergaben die numerischen Berechnungen, dass sich der Treshold des Modells
kˆ knapp oberhalb des Fixpunktes k¯ = 22.5 befindet. Die Abbildungen 25-27 zeigen
dies.
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Abbildung 26: Die Abbildung zeigt die Funktion t 7→ P(TPT > t |K0 = k0) mit
ki = k¯− 3 als Startwert (Anfangskapitalausstattung). Auf der x-Achse ist die Zeit
t aufgetragen und auf der y-Achse die Wahrscheinlichkeit. Die exogene Variable ρ
(Deckungsgrad) ist auf ρ = 8
10
fixiert.
Abbildung 27: Die Abbildung zeigt die Funktion t 7→ P(TPT > t |K0 = k0) mit
ki = k¯+ 3 als Startwert (Anfangskapitalausstattung). Auf der x-Achse ist die Zeit
t aufgetragen und auf der y-Achse die Wahrscheinlichkeit. Die exogene Variable ρ





Das Modell beziehungsweise die Markov-Kette {Kt : t ≥ 0} verfu¨gt u¨ber ein
oder zwei asymptotische(s) Gleichgewicht(e). Ihre Anzahl ist abha¨ngig von der
exogenen Variablen ρ, die fu¨r den Deckungsgrad der Versicherung steht. Unter
einem Gleichgewicht versteht man in der vorliegenden Arbeit eine Zufallsvariable




Man beachte, dass die Funktion14 g : Γ˜n → Γ˜n die Dynamik der Markov-Kette
beschreibt. Der Vektor pi : K ∼ pi heißt stabile Verteilung der Markov-Kette




D.h. die Markov-Kette konvergiert in Verteilung gegen dieses Gleichgewicht K (Zu-
fallsvariable). Die Verteilung eines asymptotischen Gleichgewichts heißt stationa¨re
Verteilung der Markov-Kette. Das Modell besitzt ein asymptotisches Gleichgewicht
KL, das die Eigenschaft
KL ∈ PT P-f.s.
erfu¨llt, d.h. der Haushalt gilt in allen mo¨glichen Realisationen der Zufallsvariable
KL als arm. An dieser Stelle sei daran erinnert, dass die Menge PT die Armutsfalle
repra¨sentiert.
Sollte das Modell ein weiters (zweites) asymptotisches Gleichgewicht KH besitzen,
so gilt fu¨r dieses
KH /∈ PT P-f.s.
Die Existenz des asymptotischen Gleichgewichts beziehungsweise der asymptoti-
schen Gleichgewichte wird durch die Berechnungen der Stoppzeit noch bekra¨ftigt.
14Zur Erinnerung: Sei (θ˜t)t∈N0 eine Folge von i.i.d-Zufallsvariablen, dann hat die Modelldyna-
mik der Markov-Kette Kt+1 = g(Kt) die folgende Form:
g(Kt) = min
{
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A Abstract
In dieser Arbeit wird ein dynamisches stochastisches Modell einer O¨konomie in
diskreter Zeit mit einer mo¨glichen Armutsfalle (poverty trap), aufbauend auf Ri-
chard Kiener [6], entwickelt. Die Diplomarbeit [6] befindet sich im Anhang zu der
hier vorliegenden Arbeit. Dieses stochastische dynamische Modell wird auch als
stochastisches Ramsey Modell bezeichnet.
Der Kapitalstockprozess, der die Lo¨sung des Entscheidungsproblems des modellier-
ten Haushalts ist, wird hier auf stationa¨re Verteilungen untersucht. Es sei darauf
hingewiesen, dass dieser Kapitalstockprozess als Markov-Kette modelliert wird.
Man geht weiters der Frage nach, zu welchem Zeitpunkt seiner o¨konomischen Ent-
wicklung sich der modellierte Haushalt das erste Mal in der Armutsfalle befindet.
B Diplomarbeit: “Stochastisch-dynamische Mo-
dellierung am Beispiel der Armutsfalle“
Die vorliegende Magisterarbeit erga¨nzt und erweitert die Diplomarbeit [6], welche
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Das Problem der Armut wird immer wieder o¨ffentlich debattiert, auch zahl-
reiche Autorinnen und Autoren widmeten sich bereits diesem Thema. Es
gibt jede Menge Erza¨hlungen wie es der a¨rmste “Tellerwa¨scher“ mit Mu¨he,
Fa¨higkeit und starkem Willen zum Milliona¨r schafft.
Dieser Gedanke wird vom Großteil der amerikanischen Bevo¨lkerung als der
Amerikanische Traum wahrgenommen und akzeptiert. Auch hat sich diese
Sicht schon lange weit u¨ber die Grenzen Amerikas hinausgetragen. Sollte
diese Annahme richtig sein, wu¨rde das bedeuten, dass sich jedes Individuum
selbst zwischen Armut und Reichtum entscheiden kann. Diese Ansicht wird
im Englischen als achievement model of income determination bezeichnet.
Einige klassische o¨konomische Theorien unterstu¨tzen diesen Ansatz auch,
wenn auch in begrenztem Ausmaß. Selbst wohlhabende Individuen mu¨ssen
laut R. Solow [17] und G. Loury [12] daran arbeiten, ihren Reichtum bzw.
Wohlstand auch zu erhalten.
Dennoch ist Armut in vielen Teilen der Welt und auch in einzelnen Haus-
halten reicher La¨nder feststellbar. Das la¨sst viele Forscher die Aussagekraft
des achievement model of income determination hinterfragen, vergleiche da-
zu S. Bowles, S. Durlauf und K. Hoff [7].
Zu Beginn des 21. Jahrhunderts ko¨nnen wir von einer nie dagewesenen Ein-
kommensungleichheit sprechen, so berichten S. Bowles und H. Gintis [8] sowie
S. Bowles, S. Durlauf und K. Hoff [7]: Mit einem Einkommen von 2$ pro Tag
za¨hlt man zu der reicheren Ha¨lfte der Weltbevo¨lkerung d.h. (das heißt) der
Median der Welteinkommensverteilung ist kleiner als 2$. Weiters kann man
beobachten, dass die reichsten 10% der Weltbevo¨lkerung mehr als die Ha¨lfte
des Welteinkommens fu¨r sich beanspruchen ko¨nnen, wa¨hrend die a¨rmsten
50% nicht einmal 10% davon erhalten. Die Einkommensungleichheit hat auf
der ganzen Welt in den letzten zwei Jahrhunderten betra¨chtlich zugenom-
men. Wird man in den USA als Kind von Eltern mit einem Einkommen im
untersten Zehntel geboren, so ist die Chance, dass man als Erwachsener eben-
falls zu dieser Einkommensgruppe geho¨rt 24 mal gro¨ßer, als ein Einkommen
aus dem obersten Zehntel zu erhalten.
Diese Beobachtungen sind selbst fu¨r Wirtschaftswissenschaftler schwer zu er-
kla¨ren, da freier Wettbewerb in Kombination mit liberalen demokratischen
Institutionen zu einem Anna¨hern im wirtschaftlichen Erfolg der verschiede-
nen Gruppen und Individuen fu¨hren sollte.
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1.1 Neue Theorien zur Erkla¨rung von andauernder Ar-
mut
Die Autoren S. Bowles, S. Durlauf und K. Hoff [7] fu¨hren in ihrem Buch an,
dass die wirtschaftswissenschaftliche Forschung drei verschiedene, neue Theo-
rien hervorgebracht hat, welche diese andauernde Armut erkla¨ren ko¨nnen.
Alle drei entfernen sich massiv vom achievement model of income determina-
tion. Sie beschreiben Mechanismen, die andauernde Armut verursachen und
eine sogenannte Armutsfalle (poverty trap) schaffen. Diese Theorien finden
ihre Anwendung sowohl auf Wirtschaftsra¨ume (Staaten, Regionen) als auch





Durch Politischen Druck oder soziale Einflussnahme kommt es zu dysfunc-
tional institutions, diese ko¨nnen ganze Nationen in Armut verstricken. Liegt
eine hohe Ungleichheit in Macht und Wohlstand vor, beeinflusst dies die
Fo¨rderung von o¨ffentlichen Schulen, o¨ffentlichen Gu¨tern und den Schutz von
Eigentumsrechten. Eine Gesellschaft, die es nicht schafft, gute Eigentums-
rechte zu entwickeln, wird von geringer Investitionsbereitschaft und geringem
Einkommen charakterisiert sein.
Der neighborhood effect ist eine Metapher fu¨r die Einflu¨sse die eine Person
einer bestimmten Gruppe auf die anderen Mitglieder dieser Gruppe haben
kann. Die Mitgliedschaft in dieser Gruppe kann vorgegeben sein, wie zB.
Hautfarbe, Volksgruppe oder ergibt sich aus der Biografie des Individuums
zB. Schulen, Nachbarschaft. Zum besseren Versta¨ndnis kann man sich folgen-
de Situation vorstellen: In einer Wohngegend gibt es einen Anrainer, der sein
Grundstu¨ck verkommen la¨sst. Das wirkt sich auf den Wert aller Grundstu¨cke
in dieser Gegend aus. Verhalten sich andere Anrainer ebenso, kann das zu
einem gravierenden Wertverlust aller Grundstu¨cke fu¨hren.
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1.2 Treshold Models of Poverty
Diese Art von Modell zeichnet sich durch einen bestimmten Wert (criti-
cal treshold) aus. Wird dieser Wert unterschritten, bedeutet dies, dass sich
das Individuum in einer Armutsfalle (poverty trap) befindet. Wird der Wert
u¨berschritten, greifen die zu Beginn der Einleitung angefu¨hrten klassischen
o¨konomischen Theorien. Letzteres gilt jedoch ausschließlich fu¨r die determi-
nistischen dynamischen Modelle in dieser Arbeit. Der critical treshold an sich
wird aus dem jeweiligen Modell berechnet.
Die in der vorliegenden Arbeit betrachteten Modelle geho¨ren in die Gruppe
der Treshold Models of Poverty. Als kritischen Wert verwendet man hier das
instabile Gleichgewicht des deterministischen dynamischen Modells (beim
stochastischen dynamischen Modell das instabile stochastische Gleichgewicht),
sofern dieses existiert.
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2 Modelle ohne Versicherung
In diesem Kapitel wird ein dynamisches Modell einer O¨konomie mit einer
mo¨glichen Armutsfalle entwickelt. Der modellierte Haushalt oder das model-
lierte Individuum (das Wirtschaftssubjekt) sieht sich in diesem Modell einer
Risikosituation gegenu¨ber, das entspricht einer Spielsituation gegen die Na-
tur. Die Entscheidungen des Individuums haben also nur Auswirkungen auf
seine eigene Wohlfahrt.
Fu¨r dieses Kapitel wurden die Bu¨cher von Robert J. Barro und Xavier Sala-
i-Martin [5], Philippe Aghion und Steven N. Durlauf [2], P. Billingsley [6]
und G. Pflug und W. Ro¨misch [15] verwendet.
2.1 Das allgemeine dynamische Modell ohne Versiche-
rung
Betrachten wir ein Modell einer O¨konomie mit verschiedenen Individuen j
(Haushalte) u¨ber die (diskreten) Zeitpunkte t ∈ N0, also ein dynamisches
Modell einer O¨konomie. In dieser O¨konomie gibt es nur ein Gut (Geld), die-
ses kann dem Kapitalstock zugefu¨hrt werden oder verbraucht (konsumiert)
werden. Sei kjt ∈ R+ der Kapitalstock des Haushalts j zum Zeitpunkt t ∈ N0.
Die Individuen j = 1, . . . , N unterscheiden sich nur durch ihre Anfangsaus-
stattung an Kapital kj0 ∈ R+ (Kapitalintensita¨t) und durch ihre perso¨nlichen
Fa¨higkeiten αj ∈ R+. Die perso¨nlichen Fa¨higkeiten eines Haushalts j seien
weiters beschra¨nkt, d.h. es wird die folgende Annahme getroffen: 1 ≤ αj ≤ 2.
Zudem hat jedes Individuum zwei Technologien zur Auswahl. Eine Techno-
logie wird durch eine nicht-negative Funktion beschrieben, d.h. einem be-
stimmten Bu¨ndel an Fa¨higkeit und Kapitalausstattung wird ein Output an
Gu¨tern zugewiesen. Die Technologie (1a) ist weniger entwickelt als die Tech-




jt fu¨r alle kjt ∈ R+ : kjt > 1 und fu¨r alle
1 ≤ αj ≤ 2. Weiters ist die Technologie (1b) mit Fixkosten E ∈ R+ belas-
tet. Man beachte, dass die Verwendung der weniger entwickelten Technologie
(1a) fu¨r einen armen Haushalt steht, die Verwendung der Technologie (1b)
hingegen fu¨r einen nicht-armen Haushalt. Schließlich sei noch bemerkt, dass
sich der Index L (”Low”) auf die niedriger entwickelte Technologie bezieht,
der Index H (”High”) auf jene, die ho¨her entwickelt ist.
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fL(αj, kjt) = αjk
γL
jt ∀t ∈ N0 (1a)
fH(αj, kjt) = αjk
γH
jt − E ∀t ∈ N0 (1b)
0 < γL < γH < 1 (1c)
Man beachte, dass eine Technologie (fL oder fH) eine Funktion von [1, 2]×R+
in R+ ist. Aus der Produktionsfunktion1 (2) ist ersichtlich welche Technologie
gewa¨hlt wurde. (Anmerkung: Es wird immer die produktivere gewa¨hlt.) In













Alternativ wird noch ein anderer Typ von Produktionsfunktion verwendet.
fL(αj, kjt) = αjAk
γ
jt ∀t ∈ N0
fH(αj, kjt) = αjBk
γ
jt − E ∀t ∈ N0
0 < A < B
0 < γ < 1





αj · A · kγjt , αj ·B · kγjt − E
}
(3)
Die Produktionsfunktion (2) bezeichnen wir mit Typ 1 und die Produkti-
onsfunktion (3) mit Typ 2. Die Produktionsfunktion vom Typ 1 wird z.B.
von Christopher B. Barrett, Michael R. Carter und Munenobu Ikegami [4]
verwendet.
Man beachte, dass der Funktionswert von f (Produktionsfunktion) auch als
Einkommen bezeichnet wird. D.h. f(αj, kjt) ∈ R+ heißt Einkommen des
Haushalts j zum Zeitpunkt t.
In jeder Periode t ∈ N0 muss sich j zwischen konsumieren (cjt ≥ 0) oder in-
vestieren (ijt) entscheiden. Es darf jedoch produzierte Gu¨ter verwerfen, ohne
1Eine Produktionsfunktion ist eine nicht-negative Funktion auf [1, 2]× R+ d.h.
f : [1, 2]× R+ → R+
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dass dabei Kosten entstehen (free disposal). Somit kommt man zu folgender
Ungleichung:
0 ≤ cjt + ijt ≤ f(αj, kjt) ∀t ∈ N0
Das bis zum Zeitpunkt t ∈ N0 angesammelte Kapital des Haushalts j wird
als Kapitalstock kjt bezeichnet. Der Kapitalstock kjt bildet sich in diesem
Modell nach der folgenden Regel (Kapitalstockdynamik):
kjt+1 = θt+1[ijt + (1− δ)kjt] ≥ 0 ∀t ∈ N0 (4a)
θt : (Ω,F ,P)→ Θ ⊂ (0, 1] ⊂ R+ ∀t ∈ N0 (4b)
P(θt = 1) > 0 ∀t ∈ N0 (4c)
Man beachte, dass es sich bei δ ∈ (0, 1) um eine deterministische Abwertungs-
rate (Abschreibung) handelt. Sie verringert den Kapitalstock kjt erst nach
der Produktion. Weiters sei θt ∈ Θ ⊂ (0, 1] eine nicht-negative Zufallsva-
riable. Diese positive Zufallsvariable θt ist eine Verlustvariable, die mo¨gliche
Katastropheneinwirkungen wie z.B. Du¨rre, U¨berschwemmung und Erdbeben
beschreibt. Die Menge Θ ⊂ (0, 1] sei abza¨hlbar. Nimmt θt den Wert 1 an,
so gibt es keine zusa¨tzliche Beeintra¨chtigung. Sollte jedoch θt < 1 sein, so
findet ein negativer Schock statt d.h. der Kapitalstock kjt wird zusa¨tzlich
abgewertet.
Weiters nehmen wir an, dass dem Individuum keine Kredite gewa¨hrt werden
d.h.
ijt ≤ f(αj, kjt) ∀t ∈ N0
Sei t ∈ N0 ein beliebiger Zeitpunkt. Wegen θt > 0, kjt ≥ 0 und der Kapital-
stockdynamik (4) gilt Folgendes:
ijt ≥ −(1− δ)kjt ∀t ∈ N0
Die nun folgenden Definitionen sind inhaltlich dem Buch von G. Pflug und
W. Ro¨misch [15] entnommen.
Definition 1 (Risikofunktional oder Risikomaß). Sei (Ω,F ,P) ein Wahr-
scheinlichkeitsraum. Die Menge Y sei die Menge aller F-messbaren Funk-
tionen (Zufallsvariablen2) auf Ω. Ein Funktional von der Art R : Y →
R∪ {+∞} oder R : Y → R∪ {−∞} heißt Risikofunktional (risk functional)
oder Risikomaß (risk measure).
2Notation:
X : (Ω,F ,P)→ R ist eine Zufallsvariable auf Ω.
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wobei u(.) ∈ C2 eine zweimal stetig differenzierbare Funktion ist. Die Funk-
tion u(.) hat die beiden Eigenschaften u′ > 0 und u′′ < 0 d.h. u(.) ist eine
strikt monoton wachsende konkave Funktion 3.
Ferner wird hier auch das Risikofunktional E[X], welches auch als Lebesgue-







Jedes Individuum j ∈ {1, . . . , N} will nun seinen Nutzen maximieren. Ein
beliebiges Individuum j wa¨hlt einen Konsumplan (c?jt)t∈N0 (Konsumprozess),





βt · R[ cjt ]
cjt + ijt ≤ f(αj, kjt) ∀t ∈ N0
kjt+1 = θt+1[ijt + (1− δ)kjt] ∀t ∈ N0
kj0 ∈ R+ fix
Der Parameter (Abzinsungsfaktor) β ∈ (0, 1) beschreibt die Vorliebe fu¨r
heutigen Konsum vor morgigem Konsum. Das Risikofunktional R(.) von j





Die Individuen sind risikoavers d.h. es wird die sta¨rkere Annahme getroffen,
dass die Nutzenfunktionen {uj(.) : j = 1, . . . , N} die folgenden Eigenschaften
erfu¨llen:






Es wird weiters angenommen, dass die Entscheidungstra¨ger die Verteilungs-
funktionen (Ft)t∈N0 der Schocks (θt)t∈N0 sowie deren Abha¨ngigkeiten kennen.
3Die Zufallsvariable u(X) muss integrierbar oder quasiintegrierbar sein.
4X ∈ Y muss integrierbar oder quasiintegrierbar sein.
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Somit kann man unter einem allgemeinen dynamischen Modell ohne Versi-
cherung ein Tupel verstehen d.h. eine Liste der Bestandteile des Modells. Das
allgemeine dynamische Modell ohne Versicherung mit Produktionsfunktion
vom Typ 1 wird als M1 bezeichnet.
M1 =
{{




(αj, kj0) : j = 1, . . . , N
}
, (θt)t∈N0 , f(α, k)
}
mit f(α, k) = max
{
αkγL , αkγH − E}
Das allgemeine dynamische Modell ohne Versicherung mit Produktionsfunk-
tion vom Typ 2 wird hingegen als M2 definiert.
M2 =
{{




(αj, kj0) : j = 1, . . . , N
}
, (θt)t∈N0 , f(α, k)
}
mit f(α, k) = max
{
αAkγ, αBkγ − E}
Es sei nun darauf hingewiesen, dass sich alle Haushalte j in einer Spiel-
situation gegen die Natur befinden, somit hat die jeweilige Entscheidung
eines beliebigen Haushalts j nur Auswirkungen auf die jeweils eigene Wohl-
fahrt. Es genu¨gt demnach, das Verhalten und die o¨konomische Entwicklung
(die Entwicklung des Kapitalstocks) eines beliebigen Haushalts zu analy-
sieren, wobei dieser mit perso¨nlichen Fa¨higkeiten α und zu Beginn mit ei-
nem nicht-negativen Kapitalstock k0 ∈ R+ ausgestattet ist. Die perso¨nlichen
Fa¨higkeiten α dieses
”
typischen“ Haushalts sind gro¨ßer oder gleich 1 aber
kleiner oder gleich 2 d.h.
1 ≤ α ≤ 2.
Des Weiteren besitzt dieser Haushalt eine beliebige Nutzenfunktion u(.) von
der obigen Art5. Aufgrund dieser Bemerkungen kann auf den Haushaltsindex
j von nun an verzichtet werden.
Lemma 1 (Eigenschaften von (5)). Sei u(.) ∈ C2 : u′ > 0, u′′ < 0 d.h.
u(.) ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion, welche strikt monoton
wachsend und konkav ist. Weiters sei E[.] das Lebesgue-Integral. Sei R(.)
















Y ∈ Y : Y ≥ 0 P-f.s.
}
Das Risikofunktional R(.) hat die folgenden Eigenschaften E1 bis E3.
Y1
d
= Y2 ⇒ R(Y1) = R(Y2) (E1)
R(.) ist punktweise monoton d.h.
0 ≤ Y1 ≤ Y2 P-f.s. ⇒ R(Y1) ≤ R(Y2) (E2)
R(.) ist ein konkaves Risikofunktional auf Y+ d.h. fu¨r alle Y1, Y2 ∈ Y+ gilt
R(λ · Y1 + (1− λ) · Y2) ≥ λ · R(Y1) + (1− λ) · R(Y2) (E3)
Die Eigenschaft E3 gilt fu¨r alle λ ∈ [0, 1].
Beweis. Seien Y1 und Y2 beliebige nicht negative Zufallsvariablen
d.h. Y1, Y2 ≥ 0 P-f.s..
ad E1 Sei F (y) die Verteilungsfunktion von Y1 d.h. F (y)
def
= P(Y1 ≤ y).
Y1
d
= Y2 d.h. P(Y1 ≤ y) ≡ P(Y2 ≤ y) ⇒ F (y) = P(Y2 ≤ y). Somit gilt
fu¨r zwei Zufallsvariablen mit der Eigenschaft Y1
d
= Y2


















dP(ω) = E[u(Y2) ]
ad E2 Sei 0 ≤ Y1 ≤ Y2 P-f.s. ⇒ u(Y1) ≤ u(Y2) P-f.s.
⇒ E[u(Y1) ] ≤ E[u(Y2) ].
ad E3 Sei λ ∈ [0, 1] beliebig und u(.) ist eine konkave Funktion auf R+.
u
(
λ · Y1 + (1− λ) · Y2





λ · Y1 + (1− λ) · Y2











Aus (8a) und (8b) ergibt sich durch Einsetzen (8c). Weiters besitzt die Nut-
zenfunktion u(.) die Eigenschaft u′ > 0 und ferner ist R punktweise monoton
(E2), somit ist die Nebenbedingung (8c) bindend.
ct + it ≤ f(α, kt) ∀t ∈ N0 (8a)
kt = θt
[
it−1 + (1− δ)kt−1
] ∀t ∈ N (8b)
ct + it = f
(
α, θt[it−1 + (1− δ)kt−1]
)
∀t ∈ N (8c)
Aufgrund der obigen Anmerkung hat die Budgetgleichung folgende Form:
ct + it = f(α, kt) ∀t ∈ N0 (9)
Somit steht Haushalt vor einem Entscheidungsproblem. Er wa¨hlt die Strate-
gie (c?t )t∈N0 fu¨r die gilt c
?
t ist nicht-negativ fu¨r alle t.∥∥∥∥∥∥∥∥∥





ct + it = f(α, kt) ∀t ∈ N0
kt = θt
[
it−1 + (1− δ)kt−1
] ∀t ∈ N
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(10)
Hierbei ist festzuhalten, dass der Investitionsplan (Investitionsprozess) (i?t )t∈N0
durch den Konsumplan (Konsumprozess) (c?t )t∈N0 eindeutig bestimmt ist.
2.2 Das deterministische dynamische Modell
Das allgemeine dynamische Modell wird zum deterministischen dynamischen
Modell durch die zusa¨tzliche Annahme (A1).
θt(ω) ≡ 1 P-f.s. ∀t ∈ N0 (A1)
Die Annahme (A1) schließt das Auftreten von Schocks (θt > 0) aus. Der
Haushalt produziert nun seine Gu¨ter mit einer risikolosen Technologie (Pro-
duktionstechnik) d.h. er wa¨hlt die risikolose Strategie (c?t )t∈N0 .∥∥∥∥∥∥∥∥∥





ct + it = f(α, kt) ∀t ∈ N0
kt = it−1 + (1− δ)kt−1 ∀t ∈ N
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(11)
Wird in das Maximierungsproblem (11) die Produktionsfunktion vom Typ
1 (Gleichung 2) eingesetzt, so erha¨lt man das Maximierungsproblem (12).
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Der Konsumplan (c?t )t∈N0 entspricht dem Konsumverhalten des Haushalts
im Modell M1 unter der Annahme (A1) (im deterministischen dynamischen
Modell).
∥∥∥∥∥∥∥∥∥










} ∀t ∈ N0
kt = it−1 + (1− δ)kt−1 ∀t ∈ N
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(12)
Das Maximierungsproblem (13) erha¨lt man durch Einsetzen der Produkti-
onsfunktion vom Typ 2 (Gleichung 3) in das Maximierungsproblem (11). Der
Konsumplan (c?t )t∈N0 des Maximierungsproblems (13) entspricht dem Kon-
sumverhalten des Haushalts im Modell M2 unter der Annahme (A1) (im
deterministischen dynamischen Modell).
∥∥∥∥∥∥∥∥∥










} ∀t ∈ N0
kt = it−1 + (1− δ)kt−1 ∀t ∈ N
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(13)
In dieser Arbeit ist unter einem Konsumplan (ct)t∈N0 immer ein optimaler
Konsumplan (c?t )t∈N0 zu verstehen d.h. somit kann ab jetzt auf den Stern
verzichtet werden.
Dieses deterministische dynamische Modell wird in der Literatur als Ramsey-
Cass-Koopmans Modell bezeichnet, unter der Einschra¨nkung, dass die Pro-
duktionsfunktion6 nur aus einer Technologie besteht, vergleiche dazu D. Ro-
mer [16].
6Sei γ eine Konstante fu¨r die gilt: 0 < γ < 1, und sei weiters f(.) eine Produktions-
funktion von der folgenden Form:




2.3 Das stochastische dynamische Modell mit i.i.d. Schocks
Fu¨r dieses stochastische dynamische Modell werden im Unterschied zum all-
gemeinen dynamischen Modell die zusa¨tzlichen Annahmen (A2) und (A3)
getroffen.
(θt)t∈N0 i.i.d. (A2)
θt ∈ Θ def=
{
0 < ϑl ≤ 1 : l = 1, . . . , L
}
P-f.s. ∀t ∈ N0 (A3)
Die Annahmen (A2) und (A3) vereinfacht (10) zum nachfolgenden stochas-
tischen Maximierungsproblem (14):∥∥∥∥∥∥∥∥∥





ct + it = f(α, kt) ∀t ∈ N0
kt = θt
[
it−1 + (1− δ)kt−1
] ∀t ∈ N
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(14)
Man beachte, dass der Schockprozess (θt)t∈N0 eine Folge von i.i.d. Zufallsva-
riablen ist. Wird in das Maximierungsproblem (14) die Produktionsfunktion
vom Typ 1 (Gleichung 2) eingesetzt, so erha¨lt man das Maximierungspro-
blem (15). Der Konsumprozess (c?t )t∈N0 entspricht dem Konsumverhalten des
Haushalts im Modell M1 unter den Annahmen (A2) und (A3) (im stochas-
tischen dynamischen Modell mit i.i.d. Schocks).
∥∥∥∥∥∥∥∥∥










} ∀t ∈ N0
kt = θt
[
it−1 + (1− δ)kt−1
] ∀t ∈ N
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(15)
Das Maximierungsproblem (16) erha¨lt man durch Einsetzen der Produkti-
onsfunktion vom Typ 2 (Gleichung 3) in das Maximierungsproblem (14).
Der Konsumprozess (c?t )t∈N0 des Maximierungsproblems (16) entspricht dem
Konsumverhalten des Haushalts im Modell M2 unter den Annahmen (A2)
und (A3) (im stochastischen dynamischen Modell mit i.i.d. Schocks).
∥∥∥∥∥∥∥∥∥










} ∀t ∈ N0
kt = θt
[
it−1 + (1− δ)kt−1
] ∀t ∈ N
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
(16)
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Von nun an versteht man unter einem Konsumprozess (ct)t∈N0 immer einen
optimalen Konsumprozess (c?t )t∈N0 d.h. der Konsumprozess (ct)t∈N0 ist im-
mer die Lo¨sung des stochastischen Entscheidungsproblems. Weiters ist es
offensichtlich, dass es sich bei einem Konsumprozess (ct)t∈N0 um einen Sto-
chastischen Prozess handelt.
Das obige stochastische dynamische Modell wird als stochastisches Ramsey
Modell bezeichnet, sofern die Produktionsfunktion nur aus einer Technologie
besteht, siehe dazu B. Heer und A. Maussner [10].
3 Eigenschaften der Produktionsfunktionen
vom Typ 1 oder 2
Sei f(.) eine Produktionsfunktion von der folgenden Form:
f(α, k) = max
{
fL(α, k), fH(α, k)
}
Wobei f(.) eine Funktion von Typ 1 (Gleichung 2) oder Typ 2 (Gleichung 3)
ist. Die Funktionen fL(.) und fH(.) stellen zwei Technologien dar. Sei α eine
Konstante und k¯ heißt Fixpunkt einer Technologie f(α, k) falls gilt, dass
k¯ ∈ R+ : f(k¯) = δ · k¯ mit δ ∈ (0, 1). Man nennt k¯ einen Fixpunkt, da dieser





+ (1− δ)k¯ = δ · k¯ + (1− δ)k¯ = k¯
Lemma 2. Seien 0 < γ , δ < 1 und 1 ≤ α ≤ 2 drei Konstanten. Weiters sei
E¯(.) eine Funktion auf R+ fu¨r die gilt:
E¯ : R+ → R+ : k 7→ α · kγ − δ · k
Dann ist die Funktion E¯(.) strikt konvex und stetig differenzierbar auf R+,
ferner ist E¯(.) strikt fallend auf {k : m < k < +∞} und strikt steigend auf









α ·mγ − δ ·m = max
k∈R+
E¯(k)
Beweis. Die Funktion E¯(.) ist stetig differenzierbar auf R+, da α · kγ und
δ · k zwei stetig differenzierbare Funktionen auf R+ sind.
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α · γ · kγ−1 = δ ⇔ k = γ 11−γ · (α
δ
) 1
1−γ = m (FOC)
α · γ · (γ − 1)kγ
k2
< 0 ∀k > 0 (SOC)








1−γ = γ−1 · δ · α−1 (17)
α · γ · (m · c)γ−1 − δ = α · γ ·mγ−1 · cγ−1 − δ (17)= δ(cγ−1 − 1) < 0 ∀c > 1
d.h. die Funktion E¯(.) ist strikt fallend auf (m,+∞).
(m,+∞) = {k : m < k < +∞} = {c ·m : 1 < c < +∞}
Außerdem ist die Funktion E¯(.) strikt steigend auf (0,m), da Folgendes gilt:
α · γ · (m · c)γ−1 − δ = δ(cγ−1 − 1) > 0 ∀c ∈ (0, 1)
(0,m) = {k : 0 < k < m} = {c ·m : 0 < c < m−1}
Qed
Lemma 3. Seien 0 < γ , δ < 1 und 1 ≤ α ≤ 2 drei Konstanten. Weiters sei
E ≥ 0 und m = argmax
k∈R+
α · kγ − δ · k (Laut Lemma 2 existiert ein solches
m).
(i) Sei f(k) = α · kγ − E mit 0 ≤ E ≤ α · mγ − δ · m eine Funktion auf
R+, dann existiert ein k¯ ∈ K, welches ein Fixpunkt der Technologie
f(k) = α · kγ − E ist. Wobei die Menge K und die Funktion E¯(.) wie
in Lemma 2 definiert ist.
K def=
{
k ∈ R+ : 0 ≤ k ≤
(
α · δ−1) 11−γ}
(ii) Die Funktion f(k) = α · kγ (E = 0) besitzt zwei Fixpunkte d.h.









(iii) Die Funktion f(k) = α · kγ − E mit E = α ·mγ − δ ·m besitzt genau
einen Fixpunkt d.h.
{k : α · kγ = δ · k} = {m}
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(iv) Die Funktion f(k) = α · kγ − E mit E > α ·mγ − δ ·m besitzt keinen
Fixpunkt und weiters gilt f(k) < δ · k fu¨r alle k ≥ 0.
(v) Sei k¯ = max{k : α · kγ −E = δ · k} mit 0 ≤ E ≤ α ·mγ − δ ·m, so gilt:
α · kγ − E < δ · k ∀k > k¯ ≥ m
Beweis. Sei 0 < γ , δ < 1 ≤ α und E ≥ 0.
ad (i) Die stetige Funktion E¯(.) besitzt zwei Nullstellen 0 und (α · δ−1) 11−γ .
Weiters ist E¯(.) strikt konkav auf K. Außerdem ist E¯(m) laut Lemma 2
ein globales Maximum. Daraus folgt:
E¯(K) = {E ∈ R+ : 0 ≤ E ≤ E¯(m)}
Sei k¯ ∈ K : E¯(k¯) = E dann gilt:
f(k¯) = αk¯γ − E = αk¯γ − αk¯γ + δ · k¯ = δ · k¯
ad (ii) Die Null ist offensichtlich ein Fixpunkt von f(k) = α · kγ. Falls nun
k¯ 6= 0 ist, so gilt Folgendes:





ad (iii) Sei m ∈ R+ wie oben definiert. Nun gilt:
d
dk
δ · k = δ ∀k
d
dk







Die Funktion α · k ist im Punkt m eine Tangente von f(.), somit ist m
der einzige Schnittpunkt der strikt konkaven Funktion f(.) mit α · k.
ad (iv) Es gilt:
max
k∈R+
α · kγ − E − δ · k = α ·mγ − δ ·m− E < 0 ∀E > α ·mγ − δ ·m
⇒ α · kγ − E < δ · k ∀k ≥ 0, ∀E > α ·mγ − δ ·m
d.h. die Funktion f(k) = α · kγ − E besitzt keinen Fixpunkt, falls
E > α ·mγ − δ ·m ist.
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ad (v) Sei 0 ≤ E ≤ α ·mγ − δ ·m. Laut Lemma 2 gilt:
∃km ∈ R+ : km ≥ m, E¯(km) = E
E¯(m) > E¯(k) ∀k > m
E¯(km) > E¯(k) ∀k > km
Weiters gilt E¯(km) = E, somit folgt:
E¯(km)− E = 0 > E¯(k)− E ∀k > km
⇒ E¯(k)− E = α · kγ − E < δ · k ∀k > km
d.h. aber auch km = k¯ = max{k : α · kγ − E = δ · k}. Damit ist der
Beweis vollsta¨ndig.
Qed
3.1 Produktionsfunktionen vom Typ 1
Eine Produktionsfunktion vom Typ 1 (Gleichung 2) hat die folgende Form:
f(α, kt) = max{αkγLt , αkγHt − E}
mit den vier Konstanten 0 < γL < γH < 1, E ∈ R+ und 1 ≤ α ≤ 2. Die
Abbildung 1 zeigt eine Produktionsfunktion dieses Typs.
Lemma 4 (Produktionsfunktionen). Die Produktionsfunktion vom Typ 1 ist
stetig auf R+ und weiters gilt:
max{αkγL , αkγH − E} ≡ 1[0,kˆ)(k) · αkγL + 1[kˆ,+∞)(k) · (αkγH − E)
mit kˆ ∈ R+ : αkˆγL = αkˆγH − E.
Beweis. Angenommen es existiert ein kˆ ∈ R+ : αkˆγL = αkˆγH − E. Nun gilt
αkγL > αkγH − E fu¨r alle k ∈ (0, kˆ) und αkγL ist eine stetige Funktion.
Außerdem gilt αkγH − E > αkγL fu¨r alle k ∈ (kˆ,+∞) und αkγH − E ist






Somit ist f(.) stetig auf R+ und hat die Form
f(α, kt) ≡ 1[0,kˆ)(k) · αkγL + 1[kˆ,+∞)(k) · (αkγH − E)
Falls kein kˆ ∈ R+ existiert, dann gilt f(α, kt) ≡ fL(α, kt).
Qed
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Abbildung 1: Die Abbildung zeigt Abschnitte der Funktionen
f(k) = max{k 14 , k 34 − Eˆ(k¯L)} und g(k) = 310 · k (strichlierte Linie).
Lemma 5. Seien 0 < γL < γH < 1, 0 < δ < 1 und 1 ≤ α ≤ 2 vier
Konstanten. Weiters seien fL(k) = α · kγL und fH(k) = α · kγH − E zwei
nicht-negative Funktionen auf R+ mit E ∈ R+. Sei weiters f(.) eine Funktion
auf R+ von der Form
f(α, k) = max
{
α · kγL , α · kγH − E}
Dann existiert ein km ∈ R+ : f(k) < δ · k ∀k > km.
Beweis. Sei E > 0 beliebig. Laut Lemma 3 existiert sowohl ein kl ∈ R+ fu¨r
das gilt fL(k) < δ ·k ∀k > kl als auch ein kh ∈ R+ : fH(k) < δ ·k ∀k > kh.
Setzt man nun km = max{kl, kh} so gilt
f(α, k) < δ · k ∀k > km
Qed
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3.2 Produktionsfunktionen vom Typ 2








Abbildung 2: Die Abbildung zeigt einen Abschnitt der Funktionen
f(k) = max{k 310 , 10 · k 310 − Eˆ(k¯L)} und g(k) = 12 · k (strichlierte Linie).
Eine Produktionsfunktion vom Typ 2 (Gleichung 3) hat die folgende Form:
f(α, kt) = max{αAkγt , αBkγt − E}
Mit den fu¨nf Konstanten 0 < γ < 1, E ∈ R+, 0 < A < B und 1 ≤ α ≤ 2.
Eine Produktionsfunktion vom Typ 2 ist auf Abbildung 2 zu sehen.
Lemma 6 (Produktionsfunktionen). Die Produktionsfunktion vom Typ 2 ist
stetig auf R+ und weiters gilt:
max{αAkγ, αBkγ − E} ≡ 1[0,kˆ)(k) · αAkγ + 1[kˆ,+∞)(k) · (αBkγ − E)
mit kˆ ∈ R+ : αAkˆγ = αBkˆγ − E.
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Beweis. Angenommen es existiert ein kˆ ∈ R+ : αAkˆγ = αBkˆγ −E. Nun gilt
αAkγL > αBkγH − E fu¨r alle k ∈ (0, kˆ) und αAkγ ist eine stetige Funktion.
Außerdem gilt αBkγ − E > αAkγ fu¨r alle k ∈ (kˆ,+∞) und αBkγ − E ist






Somit ist f(.) stetig auf R+ und hat die Form
f(α, kt) ≡ 1[0,kˆ)(k) · αAkγ + 1[kˆ,+∞)(k) · (αiBkγ − E)
Falls kein kˆ ∈ R+ existiert, dann gilt f(α, kt) ≡ fL(α, kt).
Qed
Lemma 7. Seien 0 < γ < 1, 0 < δ < 1 ,0 < A < B und 1 ≤ α ≤ 2
fu¨nf Konstanten. Weiters seien fL(k) = αA · kγ und fH(k) = α · Bkγ − E
zwei nicht-negative Funktionen auf R+ mit E ∈ R+. Sei weiters f(.) eine
Funktion auf R+ von der Form
f(α, k) = max
{
α · Akγ , α ·Bkγ − E}
Dann existiert ein km ∈ R+ : f(α, k) < δ · k ∀k > km.
Beweis. Sei E > 0 beliebig. Laut Lemma 3 existiert sowohl ein kl ∈ R+ als
auch ein kh ∈ R+ fu¨r die gilt:
kl ∈ R+ : fL(k) < δ · k ∀k > kl
kh ∈ R+ : fH(k) < δ · k ∀k > kh
Setzt man nun km = max{kl, kh} so gilt
f(α, k) < δ · k ∀k > km
Qed
4 Dynamische Programmierung
Dieses Kapitel folgt zum Teil dem Buch von Rangarajan K. Sundarams [19]
sowie jenem von Knut Sydsæter, Peter Hammond, Atle Seierstad und Arne
Strøm [20].
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4.1 Deterministische dynamische Programmierung
Ein deterministisches diskontiertes dynamisches Programm kann durch das
Tupel
{
S,A,Φ, f, r, β
}
beschrieben werden. Die Menge S ⊆ Rn wird als
Zustandsraum bezeichnet, die Menge A ⊆ Rk als Aktionsraum. Falls n =
k = 1, so nennt man s ∈ S Zustandsvariable und a ∈ A Aktions- oder
Kontrollvariable. Die Abbildung Φ : S → 2A = {B : B ⊆ A} ist eine
Korrespondenz d.h. Φ(s) ⊆ A fu¨r alle s ∈ S. Diese Korrespondenz Φ heißt
zula¨ssige Aktionskorrespondenz. Die U¨bergangsfunktion f : S × A → S,
die Auszahlungsfunktion r : S × A → R und der Diskontfaktor β ∈ [0, 1)
vervollsta¨ndigen das Tupel. Mit der Hilfe des Tupels (S,A,Φ, f, r, β) kann







βt · r(st, at)
st+1 = f(at, st) ∀t ∈ N0
at ∈ Φ(st) ∀t ∈ N0
s0 ∈ S fix
Die Funktion V (.) heißt Wertfunktion, vergleiche dazu Rangarajan K. Sun-
darams [19].
Die Gleichungen (18a) - (18c) sind die Nebenbedingungen des Maximierungs-
problems (11).
kt+1 = it + (1− δ)kt ∀t ∈ N0 (18a)
ct + it = f(α, kt) ∀t ∈ N0 (18b)
ct, kt ∈ R+ ∀t ∈ N0 (18c)
Aus den Nebenbedingungen (18a) - (18c) ergeben sich die folgenden beiden
Gleichungen:
0 ≤ kt+1 = f(α, kt)− ct + (1− δ)kt ∀t ∈ N0
ct ∈
{
c ∈ R+ : 0 ≤ c ≤ f(α, kt) + (1− δ)kt
} ∀t ∈ N0
Das Maximierungsproblem (11) entspricht somit dem deterministischen dis-






kt+1 = f(α, kt)− ct + (1− δ)kt ∀t ∈ N0
ct ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0







c ∈ R+ : 0 ≤ c ≤ f(α, s) + (1 − δ)s
}
fu¨r alle s ∈ R+. Man
beachte, dass kt die Zustandsvariable ist und ct die Kontrollvariable.
Wird die Produktionsfunktion vom Typ 1 (Gleichung 2) eingesetzt, so erha¨lt





c ∈ R+ : 0 ≤ c ≤ max{αsγL , αsγH − E}+ (1− δ)s
}
(20)
Die zula¨ssige Aktionskorrespondenz (21) erha¨lt man durch Einsetzen der





c ∈ R+ : 0 ≤ c ≤ max{αAsγ, αBsγ − E}+ (1− δ)s
}
(21)
Alternativ kann man das deterministische diskontierte dynamische Programm








f(α, kt)− κt+1 + (1− δ)kt
)
kt+1 = κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0






k ∈ R+ : 0 ≤ k ≤ f(α, s) + (1 − δ)s
}
fu¨r alle s ∈ R+.
Man beachte, dass jetzt kt die Zustandsvariable ist und κt+1 die Kontroll-
variable. Den Kapitalstockpfad (kt)t∈N0 erha¨lt man durch die nachfolgende
Rekursionsgleichung.
κt+1 = φ(kt) ∀t ∈ N0
kt+1 ≡ κt+1
Die Funktion φ(k) ∈ Φ(k)∀k nennt man die Politikfunktion des deterministi-
schen diskontierten dynamischen Programms (22). Ferner sei ψ eine Funktion
von R+ nach R+, die definiert ist durch
ψ(k)
def
= f(α, k)− φ(k) + (1− δ)k (k ∈ R+).
Man beachte, dass die Funktion ψ(k) ∈ Φ(k)∀k die Politikfunktion des de-
terministischen diskontierten dynamischen Programms (19) ist.
Den Konsumplan (ct)t∈N0 erha¨lt man durch die folgende Gleichung
ct ≡ f(α, kt)− kt+1 + (1− δ)kt
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beziehungsweise auch durch
ct = ψ(kt) ∀t ∈ N0.
Der Konsumplan ct = max{αkγLt , αkγHt − E} − kt+1 + (1 − δ)kt : t ∈ N0
entspricht dem Konsumverhalten des Haushalts im Modell M1 unter der
Annahme (A1), wenn der Kapitalstockpfad (kt)t∈N0 die Lo¨sung des deter-
ministischen diskontierten dynamischen Programms (22) mit der zula¨ssigen
Aktionskorrespondenz (20) ist.
Das Konsumverhalten des Haushalts im ModellM2 unter der Annahme (A1)
hat nun die Form ct = max{αAkγt , αBkγt − E} − kt+1 + (1 − δ)kt : t ∈ N0.
Man beachte, dass in diesem Fall der Kapitalstockpfad (kt)t∈N0 die Lo¨sung
des deterministischen diskontierten dynamischen Programms (22) mit der
zula¨ssigen Aktionskorrespondenz (21) ist.
Fu¨r deterministische diskontierte dynamische Programme von der nachfol-
genden Art kann man den Satz 1 formulieren. Man beachte, dass dieses deter-
ministische diskontierte dynamische Programm u¨ber die U¨bergangsfunktion
f(a) = a verfu¨gt. ∥∥∥∥∥∥∥
V (s0) = max
∑
t∈N0
βt · v(st, st+1)
st+1 ∈ Φ(st) ∀t ∈ N0
s0 ∈ S fix
Es sei weiters darauf hingewiesen, dass st die Zustandsvariable ist und st+1
(der Zustand von morgen) die Kontrollvariable. Das deterministische diskon-
tierte dynamische Programm (22) ist von eben dieser Art.
Proposition 1. Sei v(s, s′) ≥ 0 eine stetige, beschra¨nkte und reellwertige
Funktion. Weiters sei β ∈ (0, 1) und S ⊆ R+ eine konvexe Menge. Die
zula¨ssige Aktionskorrespondenz Φ(.) sei stetig und kompaktwertig. Φ(s) sei
konvex und nicht-leer fu¨r alle s ∈ S. Dann besitzt (23) eine eindeutige Lo¨sung
V (s). Diese erfu¨llt die Rekursionsgleichung.
V (s) = max
s′∈Φ(s)
v(s, s′) + β · V (s′) ∀s ∈ S (23)
Es gilt noch zu bemerken, dass s die Zustandsvariable ist und s′ (der Zustand
von morgen) die Kontrollvariable.
Beweis. Siehe Stokey und Lucas (Satz 4.6) [18] Qed
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Satz 1. Seien 0 < γL < γH < 1, 0 < δ < 1 und 1 ≤ α ≤ 2 vier Konstanten
und weiters sei E ∈ R+ eine nicht-negative Konstante. Dann gilt die folgende
Behauptung: Fu¨r das Maximierungsproblem (22) mit der Produktionsfunktion
vom Typ 1 existiert eine Funktion V (s), welche die Gleichung (23) erfu¨llt.
Beweis. Zuerst gilt es zu zeigen, dass u(f(α, kt)−kt+1+(1−δ)kt) beschra¨nkt
ist. Es genu¨gt zu zeigen, dass kt beschra¨nkt ist. Sei kt ≥ 0 fu¨r alle t und
weiters sei
k¯ = max{k : f(α, k) = δ · k}
Laut Lemma 5 besitzt eine Produktionsfunktion vom Typ 1, welche die oben
beschriebenen Eigenschaften erfu¨llt, einen solchen Fixpunkt k¯. Dieser Fix-
punkt k¯ hat laut Lemma 3 die folgende Eigenschaft:
α · kγH − E < δ · k ∀k > k¯ > kˆ
Falls kt ≤ k¯ so gilt:
0 ≤ ct = f(α, kt)− kt+1 + (1− δ)kt ≤ f(α, k¯) + (1− δ)k¯ − kt+1
0 ≤ f(α, k¯) + (1− δ)k¯ − kt+1 = k¯ − kt+1
⇒ kt+1 ≤ k¯
Falls kt > k¯ so gilt:
0 ≤ ct = f(α, kt)− kt+1 + kt − δkt ≤ kt − kt+1
⇒ kt+1 ≤ kt
Daraus folgt wiederum
k0 ≤ k¯ ⇒ kt ≤ k¯ ∀t⇒ ct ≤ k¯ ∀t
k0 > k¯ ⇒ kt ≤ k0 ∀t⇒ ct ≤ k0 ∀t
Weiters ist u(.) streng monoton wachsend auf R+ und somit ist u(.) be-
schra¨nkt. Es ist laut Definition von u(.) offensichtlich, dass u(.) eine stetige
und reellwertige Funktion ist. Weiters ist 0 < β < 1 und S = R+ eine konvexe
Menge. Die zula¨ssige Aktionskorrespondenz (20) ist stetig und kompaktwer-
tig. Fu¨r ein beliebiges s ∈ R+ ist die Menge Φ(s) konvex und nicht-leer,
da Φ(s) ein abgeschlossenes Intervall ist. Aus Proposition 1 folgt nun die
Behauptung von Satz 1. Qed
Satz 2. Seien 0 < γ < 1, 0 < δ < 1 und 1 ≤ α ≤ 2 drei Konstanten und
weiters sei E ∈ R+ eine nicht-negative Konstante. Dann gilt die folgende
Behauptung: Fu¨r das Maximierungsproblem (22) mit der Produktionsfunktion
vom Typ 2 existiert eine Funktion V (s), welche die Gleichung (23) erfu¨llt.
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Beweis. Sei f(.) wie oben definiert. Dann existiert laut Lemma 7 und 3 ein
k¯ ∈ R+ fu¨r das gilt
α ·B · kγ − E < δ · k ∀k > k¯ < kˆ
Daraus folgt wiederum
k0 ≤ k¯ ⇒ ct ≤ k¯ ∀t
k0 > k¯ ⇒ ct ≤ k0 ∀t
Weiters ist u(.) streng monoton wachsend auf R+ und somit ist die Funktion
u(.) beschra¨nkt. Die Funktion u(.) ist stetig und reellwertig, laut der Defi-
nition von u(.). Außerdem ist 0 < β < 1 und S = R+ eine konvexe Menge.
Die zula¨ssige Aktionskorrespondenz (21) ist stetig und kompaktwertig. Fu¨r
ein beliebiges s ∈ R+ ist die Menge Φ(s) konvex und nicht-leer. Somit folgt
aus Proposition 1 die Behauptung und dies beendet den Beweis. Qed
Man beachte, dass das deterministische diskontierte dynamische Programm
(22) mit der zula¨ssigen Aktionskorrespondenz (20) oder (21) laut Satz (1) und
(2) jeweils eine Lo¨sung (kt)t∈N0 (Kapitalstockplan) besitzt. Somit besitzen die
Maximierungsprobleme (12) und (13) ebenfalls jeweils eine Lo¨sung (ct)t∈N0
(Konsumplan).
4.2 Stochastische dynamische Programmierung
Sei
{
S,A,Φ, f, r, β
}
ein deterministisches diskontiertes dynamisches Pro-
gramm. Weiters sei (θt)t∈N0 : θt ∈ Θ eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen, wo-
bei die Menge Θ ⊂ (0, 1] eine abza¨hlbare Menge ist. Alternativ kann (θt)t∈N0
eine zeit-diskrete homogene Markov-Kette mit abza¨hlbarem Zustandsraum
Θ ⊂ (0, 1] sein. Um ein stochastisches diskontiertes dynamisches Programm
zu erhalten, wird die Transformationsfunktion f(.) folgendermaßen neu de-
finiert:
st+1 = f(st, at, θt+1) s0 ∈ S fix ∀t ∈ N0








st+1 = f(st, at, θt+1) ∀t ∈ N0
at ∈ Φ(st) ∀t ∈ N0
s0 ∈ S fix
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Die Funktion V (.) wirdWertfunktion genannt, vergleiche dazu Knut Sydsæter,
Peter Hammond, Atle Seierstad und Arne Strøm [20].
Aus den Nebenbedingungen (18a) - (18c) des stochastischen Maximierungs-
problems (14) ergeben sich die folgenden beiden (stochastischen) Gleichun-
gen:
0 ≤ kt+1 = θt+1
[
f(α, kt)− ct + (1− δ)kt
] ∀t ∈ N0
ct ∈
{
c ∈ R+ : 0 ≤ c ≤ f(α, kt) + (1− δ)kt
} ∀t ∈ N0
Das stochastische Maximierungsproblem (14) la¨sst sich somit als ein stochas-








f(α, kt)− ct + (1− δ)kt
] ∀t ∈ N0
ct ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0
k0 ∈ R+ fix
(24)
Der Kapitalstock kt ist die Zustandsvariable und der Konsum ct die Kon-
trollvariable. Die zula¨ssige Aktionskorrespondenz hat die Form
Φ(s)
def
= {c : 0 ≤ c ≤ f(α, s) + (1− δ)s}.




it + (1− δ)kt
] ∀t ∈ N0 (25a)
ct + it = f(α, kt) ∀t ∈ N0 (25b)
ct, kt ∈ R+ ∀t ∈ N0 (25c)
Sei κt ≥ 0 eine nicht-negative Variable und diese ist definiert durch
κt+1
def
= it + (1− δ)kt ∀t ≥ 0
Somit kann man das stochastische diskontierte dynamische Programm (24)










f(α, kt)− κt+1 + (1− δ)kt
)]
kt+1 = θt+1 · κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0







κ ∈ R+ : 0 ≤ κ ≤ f(α, s) + (1− δ)s
}
fu¨r alle s ∈ R+. Man
beachte, dass jetzt kt die Zustandsvariable ist und κt+1 die Kontrollvariable.
Der Kapitalstockprozess7 (kt)t∈N0 hat die folgende Form:
kt+1 = θt+1 · κt+1 = θt+1 · φ(kt) ∀t ∈ N0
Die Funktion φ(k) ∈ Φ(k)∀k heißt Politikfunktion des stochastischen dis-
kontierten dynamischen Programms (26).
Sei ψ eine Funktion von R+ nach R+, die durch
ψ(k)
def
= f(α, k)− φ(k) + (1− δ)k (k ∈ R+)
definiert ist. Es gilt festzuhalten, dass die Funktion ψ(k) ∈ Φ(k)∀k die Po-
litikfunktion des stochastischen diskontierten dynamischen Programms (24)
ist.
Den Konsumprozess (ct)t∈N0 erha¨lt man durch die folgende Gleichung
ct ≡ f(α, kt)− φ(kt) + (1− δ)kt (27)
beziehungsweise auch durch
ct = ψ(kt) ∀t ∈ N0.
Die Funktion ψ(k) beschreibt somit das Konsumverhalten des Haushalts in
Abha¨nigkeit vom jeweilgen Kapitalstock k.
Der Konsumprozess ct = max{αkγLt , αkγHt − E} − φ(kt) + (1 − δ)kt : t ∈ N0
entspricht dem Konsumverhalten des Haushalts im Modell M1, wenn der
Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 die Lo¨sung des stochastischen diskontierten dy-
namischen Programms (26) mit der zula¨ssigen Aktionskorrespondenz (20) ist.
Das Konsumverhalten (Konsumprozess) des Haushalts im Modell M2 hat
die Form ct = max{αAkγt , αBkγt − E} − φ(kt) + (1 − δ)kt : t ∈ N0. Man
beachte, dass in diesem Fall der Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 die Lo¨sung des
stochastischen diskontierten dynamischen Programms (26) mit der zula¨ssigen
Aktionskorrespondenz (21) ist.
7Es sei darauf hingewiesen, dass es sich bei einem Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 um
einen Stochastischen Prozess handelt.
29
Fu¨r stochastische diskontierte dynamische Programme von der nachfolgenden
Art kann man den Satz 2 formulieren, vergleiche dazu Peter Hammond, Atle
Seierstad und Arne Strøm [20]. Es sei weiters darauf hingewiesen, dass st
die Zustandsvariable ist, st+1 (der Zustand von morgen) die Kontrollvariable




βt · v(st, st+1, θt+1)
st+1 ∈ Φ(st) ∀t ∈ N0
s0 ∈ S fix
Es gilt noch zu beachten, dass dieses stochastische diskontierte dynamische
Programm u¨ber die stochastische Bellman Funktionalgleichung (28) verfu¨gt.
Man setze





)− κt+1 + (1− δ)θtκt)
beziehungsweise





)− st+1 + (1− δ)θtst).
Somit gilt: Das stochastische diskontierte dynamische Programm (26) ist von
dieser Art.
Proposition 2. Sei v(s, s′, θ) ≥ 0 eine stetige, beschra¨nkte und reellwertige
Funktion. Weiters sei β ∈ (0, 1) und S ⊆ R+ eine konvexe Menge. Die
zula¨ssige Aktionskorrespondenz Φ(.) sei kompaktwertig und Φ(s) konvex fu¨r
alle s ∈ S. Dann besitzt (23) eine eindeutige Lo¨sung V (s).
V (s, θ) = max
s′∈Φ(s,θ)
v(s, s′, θ) + β ·Eθ′|θ
[
V (s′, θ′)
] ∀s ∈ S ∀θ ∈ Θ (28)
Es sei darauf hingewiesen, dass s (der Zustand von heute) die Zustandsva-
riable ist und s′ (der Zustand von morgen) die Kontrollvariable.
Beweis. Siehe Adda und Cooper (Theorem 3) [1] Qed
Das stochastische diskontierte dynamische Programm (26) mit der nachfol-
genden Aktionskorrespondenz Φ(.) entspricht dem Entscheidungsproblem des





c ∈ R+ : 0 ≤ c ≤ max{αsγL , αsγH − E}+ (1− δ)s
}
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Satz 3. Seien 0 < γL < γH < 1, 0 < δ < 1 und 1 ≤ α ≤ 2 vier Konstanten.
Weiters sei E ∈ R+ eine nicht-negative Konstante. Dann gilt die folgende
Behauptung: Fu¨r das Maximierungsproblem (26) mit der Produktionsfunktion
vom Typ 1 existiert eine Funktion V (s), welche die Gleichung (28) erfu¨llt.
Beweis. Seien θ, θt ∈ (0, 1] beliebig. Zuerst gilt es zu zeigen, dass v(.) eine
beschra¨nkte Funktion ist. Sei kt ≥ 0 fu¨r alle t und weiters sei
k¯ = max{k : f(α, k) = δ · k}
Laut Lemma 5 besitzt eine Produktionsfunktion vom Typ 1, welche die oben
beschriebenen Eigenschaften erfu¨llt, einen solchen Fixpunkt k¯. Dieser Fix-
punkt k¯ hat laut Lemma 3 die folgene Eigenschaft:
α · (θk)γH − E < δ · k ∀k > k¯ > kˆ
Falls kt ≤ k¯ so gilt:
0 ≤ ct = f(α, θtkt)− kt+1 + (1− δ)θtkt ≤ f(α, k¯) + (1− δ)k¯ − kt+1
0 ≤ f(α, k¯) + (1− δ)k¯ − kt+1 = k¯ − kt+1
⇒ kt+1 ≤ k¯
Falls kt > k¯ so gilt:
0 ≤ ct = f(α, θtkt)− kt+1 + (1− δ)θtkt ≤ kt − kt+1
⇒ kt+1 ≤ kt
Daraus folgt wiederum:
k0 ≤ k¯ ⇒ kt ≤ k¯ ∀t⇒ ct ≤ k¯ ∀t
k0 > k¯ ⇒ kt ≤ k0 ∀t⇒ ct ≤ k0 ∀t
Weiters ist u(.) streng monoton wachsend auf R+ und somit ist v(.) be-
schra¨nkt. Es ist laut Definition von v(.) offensichtlich, dass v(.) eine stetige,
konkave und reellwertige Funktion ist. Weiters ist 0 < β < 1 und S = R+
eine konvexe Menge. Die zula¨ssige Aktionskorrespondenz ist intervallwertig
und somit auch kompaktwertig. Fu¨r ein beliebiges s ∈ R+ ist die Menge
Φ(s) konvex und nicht-leer, da Φ(s) ein abgeschlossenes Intervall ist. Aus
Proposition 1 folgt nun die Behauptung von Satz 1. Qed
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Das Entscheidungsproblem des stochastischen dynamischen Modell M2 ent-






c ∈ R+ : 0 ≤ c ≤ max{αAsγ, αBsγ − E}+ (1− δ)s
}
Satz 4. Seien 0 < γ < 1, 0 < δ < 1 und 1 ≤ α ≤ 2 drei Konstanten.
Weiters sei E ∈ R+ eine nicht-negative Konstante. Dann gilt die folgende
Behauptung: Fu¨r das Maximierungsproblem (26) mit der Produktionsfunktion
vom Typ 2 existiert eine Funktion V (s), welche die Gleichung (28) erfu¨llt.
Beweis. Sei f(.) wie oben definiert und seien θ, θt ∈ (0, 1] beliebig. Dann
existiert laut Lemma 7 und 3 ein k¯ ∈ R+ fu¨r das gilt
α ·B · (θk)γ − E < δ · k ∀k > k¯ < kˆ
Daraus folgt wiederum:
k0 ≤ k¯ ⇒ ct ≤ k¯ ∀t
k0 > k¯ ⇒ ct ≤ k0 ∀t
Weiters ist u(.) streng monoton wachsend auf R+ und somit ist die Funktion
v(.) beschra¨nkt. Die Funktion v(.) ist stetig und reellwertig, laut der Defi-
nition von v(.). Außerdem ist 0 < β < 1 und S = R+ eine konvexe Menge.
Die zula¨ssige Aktionskorrespondenz ist ebenfalls kompaktwertig. Fu¨r ein be-
liebiges s ∈ R+ ist die Menge Φ(s) konvex und nicht-leer. Somit folgt aus
Proposition 1 die Behauptung und dies beendet den Beweis. Qed
5 Numerische Lo¨sung der Modelle I
In diesem Kapitel wird das deterministische diskontierte dynamische Pro-
gramm (22) mit der zula¨ssigen Aktionskorrespondenz (20) und das determi-
nistische diskontierte dynamische Programm (22) mit der zula¨ssigen Aktions-
korrespondenz (21) numerisch berechnet. Außerdem wird das stochastische
diskontierte dynamische Programm (4) mit der zula¨ssigen Aktionskorrespon-
denz (20) und das stochastische diskontierte dynamische Programm (4) mit
der zula¨ssigen Aktionskorrespondenz (21) numerisch berechnet. Zur numeri-
schen Berechnung wird eine logarithmische Nutzenfunktion verwendet, diese
erfu¨llt die Eigenschaft (7). Weiters sei β = 9
10
und δ = 1
10
. Somit vereinfacht
sich das deterministische diskontierte dynamische Programm (22) zum deter-
ministischen diskontierten dynamischen Programm (29) mit der zula¨ssigen
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Aktionskorrespondenz (20) oder (21) und einer Produktionsfunktion vom








)t · ln(f(α, kt)− kt+1 + 910kt)
kt+1 = κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0
k0 ∈ R+ fix
(29)
Das stochastische diskontierte dynamische Programm (4) vereinfacht sich
zum stochastischen diskontierten dynamischen Programm (30) mit der zu-
la¨ssigen Aktionskorrespondenz (20) oder (21) und einer Produktionsfunktion








)t ·E[ln(f(α, kt)− κt+1 + 910kt)]
kt+1 = θt+1 · κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0
k0 ∈ R+ fix
(30)
Weiters ist zu beachten, dass die zusa¨tzliche Verteilungsannahme (A4) fu¨r




















= pk(1− p)3−k k = 0, . . . , 3 ∀t (A4)
Der Schockprozess (θt)t∈N0 sei nun eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen. Wei-
ters ist offensichtlich, dass es sich bei X um eine binomialverteilte Zufalls-
variable mit den Parametern 3 und p handelt. Die Abbildung 3 zeigt die
Wahrscheinlichkeitsmasse von einer solchen Zufallsvariable X. Mit einem Pa-




kann man innerhalb von 100 Perioden fu¨nfzehn
negative Schocks erwarten, dies bei einem Schockprozess (θt)t∈N0 von der Art
(A4). Fu¨nf negative Schocks kann man dazu alternativ mit einem Parame-





5.1 Value Function Iteration mit deterministischen Pro-
grammen
Fu¨r die numerische Berechnung der nachfolgenden Optimierungsprobleme
(31) und (34) wird in dieser Arbeit der Wertfunktions Iterations Algorithmus
verwendet. Na¨heres zu diesem findet sich im Werk von M. Miranda und P.
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f(α, k)− κ+ (1− δ)k
)
+ β · vj(κ) j = 0, . . . , T
v0(k) = u
(
f(α, k) + (1− δ)k
)





x ∈ G : 0 ≤ x ≤ f(α, k) + (1− δ)k
}
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Abbildung 4: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (31) mit den Para-
metern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 7.8.
Abbildung 5: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (34) mit den Para-
metern γ = 0.25, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 19.4.
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fu¨r alle k ∈ R+. Weiters ist G =
{










g ∈ R+ und n ∈ N.
Der Algorithmus (Rekursionsgleichung) wird T mal wiederholt, bis sich die
Wertfunktion schließlich nicht mehr wesentlich vera¨ndert (Abbruchkriterium)










f(α, k)− κ+ (1− δ)k
)
+ β · vT (κ)
Außerdem erha¨lt man die Wertfunktion V (.) durch




f(α, k)− κ+ (1− δ)k
)
+ β · vT (κ)
Das deterministische diskontierte dynamische Programm (31) la¨sst sich mit













·vj(κ) j = 0, . . . , T








als Startwert ein. Die diskre-
tisierte zula¨ssige Aktionskorrespondenz Γ(.) auf R+ hat die folgende Form:
Γ(k) =
{
x ∈ G : 0 ≤ x ≤ max{αAkγ, αBkγ − E}+ (1− δ)k}
Die Abbildung (4) zeigt das Konvergenzverhalten der Wertfunktion des de-
terministischen diskontierten dynamischen Programms (31) mit den Parame-
tern γH = 0.75, γL = 0.25, α = 1 und E = 7.8 nach 1, 5, 10 und maximal
400 Schritten. Auf der Abbildung ist zu erkennen, dass die Wertfunktion mo-
noton konvergiert.
Analog la¨sst sich das deterministische diskontierte dynamische Programm













·vj(κ) j = 0, . . . , T
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sierte Korrespondenz Γ(.) auf R+ hat die folgende Form:
Γ(k) =
{
x ∈ G : 0 ≤ x ≤ max{αAkγ, αBkγ − E}+ (1− δ)k}
Die Abbildung (5) zeigt das Konvergenzverhalten der Wertfunktion des de-
terministischen diskontierten dynamischen Programms (34) mit den Para-
metern γ = 0.25, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 19.4 nach 10, 20, 30 und
maximal 400 Schritten. Auch auf dieser Abbildung ist zu erkennen, dass die
Wertfunktion monoton konvergiert. Dieses Konvergenzverhalten weisen al-
le deterministischen diskontierten dynamischen Programme in dieser Arbeit
auf.
5.2 Das deterministische dynamische Modell mit Pro-
duktionsfunktion vom Typ 1
Das Verhalten des Haushalts im deterministischen dynamischen Modell mit
Produktionsfunktion vom Typ 1, welches auch als ModellM1 unter Annahme
(A1) bezeichnet wird, soll hier nun numerisch berechnet werden. Es soll also
die folgende Verhaltensgleichung des Haushalts numerisch berechnet werden:
kt+1 = φ(kt) ∀t
Die Verhaltensgleichung beschreibt somit implizit das optimale Spar- bezie-
hungsweise Konsumverhalten eines Haushalts bei einem gegebenen Kapital-
stock kt ∈ R+. Dazu gilt es, das deterministische diskontierte dynamische
Programm (31) zu lo¨sen.
Das Konsumverhalten des Haushalts erha¨lt man durch die Verhaltensglei-
chung
ct = ψ(kt) = f(α, kt)− φ(kt) + (1− δ)kt ∀t,
wa¨hrend sich das Investitionsverhalten des Haushalts durch die Verhaltens-
gleichung
it = φ(kt)− (1− δ)kt ∀t
beschreiben la¨sst. Man beachte, dass Konsum und Investition zueinander in
Beziehung stehen (Budgetgleichung), d.h.
ct ≡ f(α, kt)− it
Sei c eine Funktion, die auf
{









definiert ist. Der Funktionswert c(k) heißt Konsumquote. Aus der obigen
Identita¨t erha¨lt man die folgene Gleichung:
c(kt) = 1− it
f(α, kt)
∀t
Um das Konsumverhalten (Investitionsverhalten) eines Haushalts zu analy-
sieren, reicht es somit die Funktion c(k) zu betrachten. Es sei weiters darauf
hingewiesen, dass der Wert 1− c(k) Sparquote heißt.
Das deterministische diskontierte dynamische Programm (31) des determinis-
tischen dynamischen Modells mit der Produktionsfunktion vom Typ 1 erha¨lt










)t · ln(max{αkγLt , αkγHt − E}− κt+1 + 910kt)
kt+1 = κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0




c ∈ R+ : 0 ≤ c ≤ max{αsγL , αsγH−E}+ 910s
}
fu¨r alle s ∈ R+.
Im Folgenden wird das deterministische diskontierte dynamische Programm
(31) numerisch berechnet. Man erha¨lt dadurch dessen Politikfunktion φ(k)
und untersucht diese sodann nach Fixpunkten. Diese Fixpunkte repra¨sentieren
die Gleichgewichte des Modells M1 unter Annahme (A1). Dabei geht man
der Frage nach, ob in diesen Gleichgewichten, jeweils fu¨r sich betrachtet,
entweder die ho¨here oder die niedrigere Technologie verwendet wird. Zur
Erinnerung: Die Verwendung einer niedrigeren Technologie steht fu¨r einen
armen Haushalt, die Verwendung einer ho¨heren (Technologie) hingegen fu¨r
einen nicht-armen Haushalt.
Definition 2 (Gleichgewicht). Unter einem Gleichgewicht versteht man in
dieser Arbeit immer ein stationa¨res Gleichgewicht. Ein Kapitalstock kτ heißt
stationa¨res Gleichgewicht falls gilt:
kt = kτ ∀t ≥ τ
Man beachte, dass die Fixpunkte der Politikfunktion des Haushalts φ(k) die
Gleichgewichte des deterministischen ModellsM1 sind. Dies gilt auch fu¨r das
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deterministische Modell M2.
Um das deterministische diskontierte dynamische Programm (31) berechnen







Auf den nun folgenden Grafiken 6 - 7 und 12 - 17 findet sich auf der x-Achse
jeweils der Kapitalstock zum Zeitpunkt t (Zustandsvariable), auf der y-Achse
jeweils der Kapitalstock zum Zeitpunkt t+ 1 (Kontrollvariable).
Die Abbildung 6 zeigt die Politikfunktion φ(k) von (31) mit den Parametern
γL = 0.25, γH = 0.75, E = 7.8 und α = 1, die Abbildungen 8 und 9 zeigen die
dazugeho¨rige Politikfunktion ψ(k). Auf den Abildungen 8 - 9 befindet sich
auf der x-Achse jeweils der Kapitalstock zum Zeitpunkt t (Zustandsvariable),
auf der y-Achse jeweils der Konsum zum Zeitpunkt t (als alternative Kon-
trollvariable). Die durchgehende Linie ist die Politikfunktion. Die punktierte
Linie repra¨sentiert die Winkelhalbierung von R+. Die strichlierte dritte Linie
bildet gemeinsam mit der x-Achse die zula¨ssige Aktionskorrespondenz.
Auf der Abbildung 6 erkennt man, dass die Politikfunktion einen instabi-
len Fixpunkt und zwei stabile Fixpunkte besitzt, dies la¨sst sich aus der S-
a¨hnlichen Form ablesen. Außerdem schneidet die Politikfunktion φ(k) drei-
mal die Winkelhalbierung.
Besitzt eine Politikfunktion zwei stabile Fixpunkte, so repra¨sentieren diese
die beiden stabilen Gleichgewichte des Modells. In dieser Arbeit wird der
kleinere stabile Fixpunkt sodann als kleines stabiles Gleichgwicht (Armuts-
falle) bezeichnet. Der verbliebene stabile Fixpunkt wird als großes stabiles
Gleichgewicht benannt.
Die Abbildung 10 zeigt die Funktion c(k) fu¨r die numerisch berechnete Poli-
tikfunktion φ(k) von Abbildung 6. Die dazugeho¨rige Funktion 1− c(k) zeigt
die Abbildung 11.
Die x-Achse der Abbildung 10 bildet gemeinsam mit der strichlierten Linie
ein Band. Innerhalb dieses Bandes konsumiert der Haushalt lediglich einen
Teil seines Einkommens f(α, kt) , sein Vermo¨gen (1− δ)kt (zum Zeitpunkt t)
bleibt unangetastet. Oberhalb der strichlierten Linie verbraucht er zusa¨tzlich
zu seinem Einkommen auch einen Teil seines Vermo¨gens. Die Konsumquote
in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock c(k) steigt zuna¨chst bis zu ihrem Maxi-
mum, fa¨llt dann unter die strichlierte Linie und beginnt schließlich innerhalb
des Bandes wieder zu steigen. Besonders hervorzuheben ist der Wechsel des
Haushalts von der niedriger entwickelten Technologie fL auf die ho¨her enwi-
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ckelte Technologie fH ungefa¨hr beim Maximum der Konsumquote, gleichzei-
tig reduziert er an dieser Stelle seine Konsumquote. Weiters wird an diesem
Punkt aus einem armen Haushalt ein nicht-armer Haushalt.
Die beiden strichlierten Linien der Abbildung 11 bilden ebenfalls gemein-
sam ein Band, innerhalb dessen der Haushalt eine positive Investition it > 0
ta¨tigt. Von einer positiven Investition spricht man, wenn dem Kapitalstock
neues Kapital zugefu¨hrt wird. Bei einer negativen Investition it < 0 hingegen
verringert sich das Vermo¨gen (1− δ)kt um diesen Wert. Die punktierte Linie
beschreibt die Abschreibung δkt geteilt durch das Einkommen f(α, kt) und in
Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock (zum Zeitpunkt t). Nimmt diese punktierte
Linie den Wert 1 an, so entspricht der Wert der Abschreibung dem Einkom-
men. Die Abschreibung im Verha¨ltnis zum Einkommen steigt innerhalb des
Bandes zuna¨chst zum Wert 1 an, fa¨llt dann langsam ab und bleibt sodann
stabil. Die verbleibende (nicht unterbrochene) Linie stellt die Sparquote in
Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock 1 − c(k) zum Zeitpunkt t dar. Liegt diese
oberhalb der punktierten Linie, so wa¨chst der Kapitalstock, d.h. kt+1 > kt.
Liegt sie jedoch unterhalb der punktierten Linie, so verringert sich der Ka-
pitalstock, d.h. kt+1 < kt. Weiters ist zu beachten, dass es sich beim Schnitt-
punkt der beiden Linien um einen Fixpunkt handelt. Somit kann man auf
der Abbildung 11 die drei Gleichgwichte erkennen, vergleiche dazu auch Ab-
bildung 6.
Ferner gehen wir in diesem Kapitel zwei weiteren getrennten Fragestellungen
nach: Erstens, welchen Einfluss hat die Vera¨nderung der Fixkosten E auf
die Gleichgewichte und, zweitens, welchen Einfluss haben die perso¨nlichen
Fa¨higkeiten α des Haushalts auf die Gleichgewichte?
Extremfa¨lle, wie z.B. die Existenz nur eines Gleichgewichtes oder das Ver-
schwinden eines solchen durch Vera¨nderung eines Parameters, werden geson-
dert dargestellt (Abbildung 6-17).
Beginnen wir mit der Frage, welchen Einfluss die Fixkosten E auf die Fix-
punkte der Politikfunktion des Haushalts haben und somit auch auf die
Gleichgewichte des deterministischen dynamischen Modells mit Produkti-
onsfunktion vom Typ 1.
Die Abbildung 7 zeigt einen Ausschnitt der Abbildung 6. Das kleinere stabile
Gleichgewicht ist hier allerdings besser ablesbar. Eben dieses Gleichgewicht
ist mit der Armutsfalle zu bezeichnen. Verfu¨gt der Haushalt u¨ber einen Ka-
pitalstock kt, der geringer ist als dieses kleinere (stabile) Gleichgewicht, so
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Abbildung 6: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion von (31) mit den Pa-
rametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 7.8.
Abbildung 7: Die Abbildung zeigt einen Teil der Politikfunktion von (31) mit
den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 7.8.
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Abbildung 8: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion ψ von (31) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 7.8.
Abbildung 9: Die Abbildung zeigt einen Teil der Politikfunktion ψ von (31)
mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 7.8.
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Abbildung 10: Die Abbildung zeigt das Konsumverhalten von (31) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 7.8.
Abbildung 11: Die Abbildung zeigt das Sparverhalten von (31) mit den Pa-
rametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 7.8.
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wird sein Kapitalstock nie u¨ber diese Grenze hinauswachsen. Sollte er u¨ber
einen Kapitalstock kt verfu¨gen, der kleiner ist als das instabile Gleichgewicht,
so wird sein Kapitalstock bis zum Erreichen des kleineren stabilen Gleich-
gewichtes schrumpfen. Die Abbildung 12 ist ein etwas gro¨ßerer Ausschnitt
der Abbildung 6. Auf dieser kann man das kleine stabile und das instabile
Gleichgewicht erkennen.
Auf der Abbildung 13 ist die Politikfunktion φ(.) von (31) mit den Parame-
tern γL = 0.25, γH = 0.75, E = 15.7 und α = 1 zu erkennen. Die strichlierte
Linie stellt die 1. Mediane dar, außerdem stellt die punkt-strichlierte Linie
gemeinsam mit der x-Achse die zula¨ssige Aktionskorrespondenz dar. Auf die-
ser Abbildung ist zu erkennen, dass die Politikfunktion φ(.) wiederum zwei
stabile und ein instabiles Gleichgewicht besitzt. Im Vergleich zur Politikfunk-
tion der Abbildung 6 sieht man, dass durch den Anstieg der Fixkosten E ↑
das instabile Gleichgewicht gro¨ßer geworden ist und das große stabile kleiner.
Auf der Abbildung 14 sieht man die Politikfunktion von (31) mit den Pa-
rametern γL = 0.25, γH = 0.75, E = 23.54 und α = 1. Die Fixkosten E ↑
sind wiederum erho¨ht worden auf E = 23.54. Dies hat zur Folge, dass die
Politikfunktion φ(.) nur mehr ein Gleichgewicht besitzt, welches stabil ist.
Die Abbildung 15 ist ein Ausschnitt der Abbildung 14, hier ist das einzige
Gleichgewicht der Politikfunktion nun aber deutlicher zu erkennen. Durch
den Anstieg der Fixkosten E ↑ existiert jetzt nur mehr das kleine stabile
Gleichgewicht (Armutsfalle).
Verringert man die Fixkosten E ↓ auf den Wert E = 18.8, so besitzt die
Politikfunktion nun ein stabiles und ein Sattelpunkt-Gleichgewicht, wie auf
Abbildung 16 ersichtlich. Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber einen Anfangskapital-
stock k0, welcher kleiner ist als dieses Sattelpunkt-Gleichgewicht, so entwi-
ckelt er sich in dessen Richtung. Verfu¨gt der Haushalt hingegen u¨ber einen
Anfangskapitalstock k0, der gro¨ßer ist als dieses Sattelpunkt-Gleichgewicht,
so entfernt er sich von ihm in Richtung (kleines) stabiles Gleichgewicht.
Die Abbildung 17 zeigt eine Politikfunktion φ(.) bei welcher die Fixkosten
E ↓ auf E = 1.6 gesenkt worden sind. In diesem Fall existiert nur mehr ein
einziges stabiles Gleichgewicht. Die Abbildung 17 zeigt die Politikfunktion
von (31) mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, E = 1.6 und α = 1.
In diesem Fall gibt es keine Armutsfalle (kleines stabiles Gleichgewicht) mehr.
Sei nun der Parameter E (Fixkosten) eine exogene Variable. Die Korrespon-
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Abbildung 12: Die Abbildung zeigt einen Teil der Politikfunktion von (31)
mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 7.8.
Abbildung 13: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion von (31) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 15.7.
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Abbildung 14: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion von (31) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 23.54.
Abbildung 15: Die Abbildung zeigt einen Teil der Politikfunktion von (31)
mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 23.54.
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Abbildung 16: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion von (31) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 18.8.
Abbildung 17: Die Abbildung zeigt einen Teil der Politikfunktion von (31)
mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, α = 1 und E = 1.6.
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Abbildung 18: Diese Abbildung zeigt die stationa¨ren Gleichgewichte von (31)
mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75 und α = 1.
Abbildung 19: Diese Abbildung zeigt die stationa¨ren Gleichgewichte von (31)
mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75 und α = 1.5.
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Abbildung 20: Diese Abbildung zeigt die stationa¨ren Gleichgewichte von (31)
mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75 und α = 1.5.
Abbildung 21: Diese Abbildung zeigt die stationa¨ren Gleichgewichte von (31)
mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75 und α = 2.
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k ∈ R+ : k = φE(k)
}
definiert. Die Politikfunktion φE(.) entstammt dem jeweiligen deterministi-
schen diskontierten dynamischen Programm (31) mit gegebenem E als Fix-
kosten. Um diese Gleichgewichtskorrespondenz EQ(.) zu erhalten, berechnet
man die Politikfunktion des Problems (31) mit den Parametern γL = 0.25,
γH = 0.75 und α = 1 fu¨r verschiedene Werte von E. Aus den Ergebnissen
erha¨lt man die Abbildung 18.
Bei der Abbildung 18 werden auf der x-Achse die Fixkosten E aufgetragen,
auf der y-Achse die Gleichgewichte (Kapitalstock kt). Bei dieser Grafik han-
delt es sich um ein Bifurkationsdiagramm. Darauf sind zwei Linien zu sehen,
wobei die strichlierte Linie die Grenze zwischen einem armen Haushalt und ei-
nem nicht-armen Haushalt darstellt. D.h. jeder Punkt unterhalb dieser Linie
repra¨sentiert eine Kombination aus Kapitalstock kt und Fixkosten E (Mo-
della¨nderung), in welcher der Haushalt die weniger entwickelte Technologie
bevorzugt. Oberhalb der Linie pra¨feriert der Haushalt die ho¨her entwickelte
Technologie. Die andere Linie stellt die Gleichgewichtskorrespondenz EQ(.)
dar. Aus der Abbildung la¨sst sich erkennen, dass die Korrespondenz EQ(.)
einen, zwei oder drei Werte in R+ annimmt.
Die Gleichgewichtskorrespondenz EQ(.) kann in drei stetige Funktionen un-
terteilt werden. Die unterste Funktion EQ(.) verla¨uft ungefa¨hr parallel zur
x-Achse und steht fu¨r die kleinen stabilen Gleichgewichte. Haushalte, die
dieses Gleichgewicht erreichen, gelten als arm, da sich diese Linie unterhalb
der strichlierten Linie (Armutsgrenze) befindet. Die oberste Funktion EQ re-
pra¨sentiert die großen stabilen Gleichgewichte und diese Linie befindet sich
- wie deutlich sichtbar ist - oberhalb der Armutsgrenze. Die letzte Funktion
stellt die instabilen Gleichgewichte dar. Befindet sich ein Haushalt oberhalb





fu¨r alle E ∈ R+ : E∗1 ≤ E ≤ E∗2 . Liegt er hingegen unterhalb der Linie, so




8Bei der Gleichgewichtskorrespondenz EQ handelt es sich um eine Bifurkation.
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fu¨r alle E ∈ R+ : E∗1 ≤ E ≤ E∗2 . Diese Funktion wird mit EQ(.) bezeichnet.
Befindet sich ein Haushalt in dem Feld zwischen der Armutsgrenze und der
Funktion der instabilen Gleichgewichte EQ(.), so gilt dieser nicht als arm,
aber seine Entwicklung (kt ↓ EQ) bewegt sich in Richtung Armut (klei-
nes stabiles Gleichgewicht). Befindet sich ein Haushalt hingegen an einem
Punkt unterhalb der Armutsgrenze aber oberhalb der Funktion der instabi-
len Gleichgewichte EQ(.), so gilt der Haushalt zwar als arm, wird sich aber
hin zum großen stabilen Gleichgewicht entwickeln (kt ↑ EQ).
Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber einen Kapitalstock, welcher kleiner ist als das klei-
ne stabile Gleichgewicht d.h. k0 ≤ EQ, so wird er sich in dessen Richtung
entwickeln d.h. kt ↑ EQ. Man beachte, dass der Kapitalstock eines Haushalts
kt, welcher kleiner ist als das kleine stabile Gleichgewicht, nie gro¨ßer werden
wird als eben dieses Gleichgewicht.
Verfu¨gt nun aber ein Haushalt u¨ber einen Kapitalstock, welcher gro¨ßer ist als
das stabile große Gleichgewicht d.h. k0 ≥ EQ, so wird sich der Kapitalstock
zum großen Gleichgewicht entwickeln d.h. kt ↓ EQ.
Sinken die Fixkosten E ↓, so trifft die Funktion der kleinen stabilen Gleich-
gewichte EQ und die Funktion der instabilen Gleichgewichte EQ(.) aufein-
ander, außerdem schneidet die Funktion der instabilen Gleichgewichte EQ(.)
die Armutsgrenze. Sinken die Fixkosten E ↓ nun noch weiter, so verbleibt
nur noch das große stabile Gleichgewicht. Der Punkt des Zusammentreffens
(E∗1 , k
∗
1) ist ein Sattelpunkt. Dieser Fall ist in der Abbildung 17 zu sehen.
Steigen die Fixkosten E ↑, so wird sich die Funktion der großen stabilen
Gleichgewichte EQ mit der Funktion der instabilen Gleichgewichte EQ(.)
vereinigen. Auch dieser Punkt (E∗2 , k
∗
2) ist ein Sattelpunkt. Steigen die Fix-
kosten E ↑ weiter, so verbleibt nur noch das kleine stabile Gleichgewicht.
Dieser Fall ist aus der Abbildung 14 ersichtlich.
Aus den numerischen Berechnungen kann man die Form der (stationa¨ren)
GleichgewichtskorrespondenzEQ(E) auf R+ erkennen. Der Vektor (E∗1 , k∗1) ∈
R+ × R+ heißt in dieser Arbeit kleiner Sattelpunkt (Sattelpunkt-Gleichge-
wicht), wa¨hrend man den Vektor (E∗2 , k
∗
2) ∈ R+ × R+ großen Sattelpunkt
nennt.








E : 0 ≤ E < E∗1{
k∗1, EQ(E)
}
E : E = E∗1{
EQ(E), EQ(E), EQ(E)
}





E : E = E∗2{
EQ(E)
}

















2) kann man aus der Abbildung 18 ab-
lesen. Die Elemente der Gleichgewichtskorrespondenz wurden bereits oben
definiert.
Sind die Fixkosten E einer Produktionsfunktion vom Typ 1 gro¨ßer als E∗2 ,
so wird sich ein Haushalt - unabha¨ngig von der Anfangskapitalausstattung




Sind hingegen die Fixkosten E einer Produktionsfunktion vom Typ 1 kleiner
als E∗1 , so wird sich ein Haushalt - wieder unabha¨ngig von seiner Anfangs-
kapitalausstattung k0 - immer zum großen stabilen Gleichgewicht entwickeln
d.h. lim
t→+∞
kt = EQ (nicht-armes Gleichgewicht).
Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1 mit Fixkos-
ten E, die kleiner oder gleich sind als E∗2 , jedoch gro¨ßer oder gleich als E
∗
1 d.h.
E∗1 ≤ E ≤ E∗2 , so bestimmt die Anfangskapitalausstattung k0 seine mo¨gliche
Entwicklung.
Nun greifen wir erneut die Frage auf, welchen Einfluss die perso¨nlichen Fa¨hig-
keiten des Haushalts auf die Fixpunkte der Politikfunktion des Haushalts
haben und somit auch auf die Gleichgewichte des Modells.
Seien E und α nun zwei exogene Variablen. Weiters sei die Korrespon-
denz EQ(.) auf R+ × [1, 2] eine Verallgemeinerung der Gleichgewichtskor-
respondenz auf R+ von oben. Man beachte, dass die Fixkosten E und die
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perso¨nlichen Fa¨higkeiten α variieren. Die Gleichgewichtskorrespondenz auf





k ∈ R+ : k = φE,α(k)
}
definiert. Die Politikfunktion φE,α(.) entstammt dem jeweiligen determinis-
tischen diskontierten dynamischen Programm (31) mit gegebenem E und α.
Um diese Gleichgewichtskorrespondenz EQ(.) zu erhalten, berechnet man die
Politikfunktion des Problems (31) mit den Parametern γL = 0.25, γH = 0.75
und verwendet jeweils verschiedene Werte von α und E. Aus den Ergebnissen
erha¨lt man die Abbildungen 18-21. Bei diesen Grafiken handelt es sich um
Bifurkationsdiagramme. Diese Abbildungen (18-21) beschreiben beispielswei-
se das Modell mit den Parametern γL = 0.25 und γH = 0.75.
Auf der x-Achse der Abbildungen 18-21 findet man wieder die Fixkosten E,
auf der y-Achse den Kapitalstock. Um die Abbildungen zu erhalten, wird das
Modell mehrmals berechnet, nur der Fixkosten-Wert und der α-Wert wird
dabei jeweils variiert.
Weiters finden sich zwei Linien auf der Grafik: Die strichlierte Linie be-
schreibt die Armutsgrenze und die zweite Linie steht fu¨r die Gleichgewichts-
korrespondenz EQ(.), welche sich aus drei Funktionen zusammensetzt: Die
Funktion der kleinen Gleichgewichte EQ(E,α), der instabilen Gleichgewich-
te EQ(E,α) und der großen stabilen Gleichgewichte EQ(E,α) erzeugen ge-
meinsam die Gleichgewichtskorrespondenz EQ(E,α) mit fixem α. Die Funk-
tion s1 : α 7→ (E∗1 , k∗1)(α) ∈ R+ × R+ heißt in der vorliegenden Arbeit
Funktion der kleinen Sattelpunkte, wa¨hrend man die Funktion s2 : α 7→
(E∗2 , k
∗
2)(α) ∈ R+ × R+ hier Funktion der großen Sattelpunkte nennt9.







E : 0 ≤ E < E∗1(α){
k∗1(α), EQ(E,α)
}
E : E = E∗1(α){
EQ(E,α), EQ(E,α), EQ(E,α)
}





E : E = E∗2(α){
EQ(E,α)
}
E : E∗2(α) < E < +∞















)) ∈ R+ × R+ fu¨r l = 1, 2
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Weiters gilt:
k∗l (α) = EQ(E
∗













2)(α) kann man aus der jeweiligen Ab-
bildung ablesen.
Die Korrespondenz EQ(.) kann einen, zwei oder drei Werte in R+ annehmen.
Um die Abbildungen 18-21 zu erhalten, wurde die Gleichgewichtskorrespon-
denz fu¨r drei verschiedene Werte von α berechnet d.h. α ∈ {1, 1.5, 2}.
Befindet sich ein Haushalt mit seinem Kapitalstock k0 im oberen Bereich
einer dieser Grafiken (18-21), begrenzt durch die Armutsgrenze und die Li-
nie der instabilen Gleichgewichte, so entwickelt er sich zum großen stabi-
len Gleichgewicht. Besitzt ein Haushalt eine Kapitalausstattung k0, welche
gro¨ßer ist als die Armutsgrenze aber kleiner als die Grenze der instabilen
Gleichgewichte, so wird sich dieser Haushalt u¨ber die Zeit zum kleinen stabi-
len Gleichgewicht entwickeln. Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber einen Kapitalstock,
welcher kleiner ist als die Armutsgrenze und gleichzeitig gro¨ßer als die Linie
der instabilen Gleichgewichte, so wird sich dieser Haushalt hin zum großen
stabilen Gleichgewicht bewegen. Ist ein Haushalt mit einem Kapitalstock
ausgestattet, der kleiner ist als die Linie der instabilen Gleichgewichte und
außerdem kleiner als die Armutsgrenze, so wird sich dieser in Richtung klei-
nes stabiles Gleichgewicht entwickeln.
Zusammenfassend kann man folgende Aussagen treffen:
k0 < EQ(E,α)⇒ lim
t→+∞
kt = EQ(E,α)
k0 > EQ(E,α)⇒ lim
t→+∞
kt = EQ(E,α)
fu¨r alle E ∈ R+ : E∗1(α) ≤ E ≤ E∗2(α) mit α ∈ R+ : 1 ≤ α ≤ 2.
Seien (E∗1 , k
∗
1)(α) ∈ R+ × R+ und (E∗2 , k∗2)(α) ∈ R+ × R+ die Sattelpunkte
des deterministischen Modells M1, so entwickelt sich ein Haushalt mit einer
Anfangsausstattung an perso¨nlichen Fa¨higkeiten α und einer Produktions-
funktion vom Typ 1 mit Fixkosten E ∈ R+ : E < E∗1(α) immer in Richtung
des großen stabilen Gleichgewichtes EQ(E,α) und zwar unabha¨ngig von der
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Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+. In diesem Fall existiert keine Ar-
mutsfalle. Verfu¨gt der Haushalt hingegen u¨ber eine Produktionsfunktion vom
Typ 1 mit Fixkosten E ∈ R+ : E > E∗2(α), so entwickelt er sich zum klei-
nen stabilen Gleichgewicht EQ(E,α) und zwar wieder unabha¨ngig von der
Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+. In diesem Fall existiert nur die Ar-
mutsfalle.
Die Form der Gleichgewichtskorrespondenz EQ(E,α) auf R+× [1, 2] la¨sst er-
kennen, dass bei Haushalten mit gro¨ßeren perso¨nlichen Fa¨higkeiten und bei
gleichbleibenden Fixkosten die Armutsfalle verschwinden kann, d.h. es exis-
tiert nur mehr ein großes stabiles Gleichgewicht bei gleichem E (Fixkosten).
Aus den numerischen Berechnungen kann man die folgende Eigenschaft der
(stationa¨ren) Gleichgewichtskorrespondenz EQ(E,α) auf R+× [1, 2] ablesen:
α1 < α2 ⇒ E∗1(α1) < E∗1(α2)
Man beachte dazu die Abbildungen 18-21 auf den Seiten 48-49. Somit gilt
auch die folgende Aussage:
α1 < α2 ⇒ E∗2(α1) < E∗2(α2)





Dazu beachte man erneut die Abbildungen 18-21 und die letzten beiden Ei-




Seien (E∗1 , k
∗
1)(1) ∈ R+ × R+ und (E∗2 , k∗2)(2) ∈ R+ × R+ zwei Sattelpunkte
des deterministischen Modells M1, so entwickelt sich ein Haushalt mit ei-
ner beliebigen Anfangsausstattung an perso¨nlichen Fa¨higkeiten α und einer
Produktionsfunktion vom Typ 1 mit Fixkosten
E ∈ R+ : E < E∗1(1)
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immer in Richtung des großen stabilen Gleichgewichtes EQ(E,α) und zwar
unabha¨ngig von der Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+ und an perso¨n-
lichen Fa¨higkeiten α ∈ [1, 2]. In diesem Fall existiert keine Armutsfalle.
Verfu¨gt der Haushalt jedoch u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1 mit
Fixkosten
E ∈ R+ : E > E∗2(2)
so entwickelt er sich immer zum kleinen stabilen Gleichgewicht EQ(E,α) und
zwar wieder unabha¨ngig von der Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+ und
an perso¨nlichen Fa¨higkeiten α ∈ [1, 2]. In diesem Fall existiert nur die Ar-
mutsfalle.
Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1, mit Fixkos-
ten E, die kleiner oder gleich sind als E∗2(2) jedoch gro¨ßer oder gleich als
E∗1(1) d.h. E
∗
1(1) ≤ E ≤ E∗2(2), so bestimmt die Anfangsausstattung k0 und
α seine Entwicklung.
Die Abbildung 20 zeigt einen Ausschnitt der Abbildung 19. Die Funktion der
kleinen Gleichgewichte ist nahe der x-Achse. Die großen stabilen Gleichge-
wichte befinden sich oberhalb des gro¨ßten y-Achsenwertes (der Abbildungen)
und sind somit nicht zu sehen. Die Funktion der instabilen Gleichgewichte
EQ(.) na¨hert sich der Funktion der kleinen stabilen Gleichgewichte EQ(.)
von oben an und die Funktionen enden beide im gleichen Punkt am linken
Rand. Dieser Punkt ist ein Sattelpunkt (E∗1 , k
∗
1)(α) ∈ R+ × R+ d.h. verfu¨gt
der Haushalt u¨ber einen Kapitalstock k0, der kleiner ist als der Sattelpunkt,
so entwickelt er sich in dessen Richtung. Verfu¨gt der Haushalt hingegen u¨ber
einen Kapitalstock k0, der gro¨ßer ist als der Sattelpunkt, entfernt er sich von
ihm in Richtung großes Gleichgewicht. Die Funktion der instabilen Gleichge-
wichte schneidet die Armutsgrenze.
5.3 Das deterministische dynamische Modell mit Pro-
duktionsfunktion vom Typ 2
Das Verhalten des Haushalts im deterministischen dynamischen Modell mit
Produktionsfunktion vom Typ 2, welches auch als ModellM2 unter Annahme
(A1) bezeichnet wird, soll hier nun numerisch berechnet werden. Es soll also
die folgende Verhaltensgleichung des Haushalts numerisch berechnet werden:
kt+1 = φ(kt) ∀t
56
Dazu gilt es, das deterministische diskontierte dynamische Programm (34)
zu lo¨sen. Das deterministische diskontierte dynamische Programm (34) des
deterministischen dynamischen Modells mit der Produktionsfunktion vom










)t · ln(max{αAkγt , αBkγt − E}− kt+1 + 910kt)
kt+1 = kt+1 ∀t ∈ N0
kt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0








Das Konsumverhalten (Investitionsverhalten) des Haushalts kann man mit








reicht es entweder die Konsumquote c(kt) oder die Sparquote 1 − c(kt) zu
betrachten.
Im Folgenden wird das deterministische dynamische Modell mit der Produk-
tionsfunktion vom Typ 2 (34) numerisch berechnet. Um das deterministische
diskontierte dynamische Programm (34) berechnen zu ko¨nnen, werden die
Parameter γ, A und B fixiert auf γ = 3
10
, A = 1 und B = 10.
Die Abbildungen 22 und 23 zeigen die Politikfunktion φ(k) von (34) mit den
Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 18.1. Die Abbildungen
24 und 25 zeigen die dazugeho¨rige Politikfunktion10 ψ(k). Die durchgehende
Linie ist die Politikfunktion. Die punktierte Linie repra¨sentiert die Winkel-
halbierung von R+. Die strichlierte dritte Linie bildet gemeinsam mit der
x-Achse die zula¨ssige Aktionskorrespondenz. Auf den Abbildungen 22 und
23 erkennt man, dass das Modell ein instabiles Gleichgewicht und zwei sta-
bile Gleichgewichte besitzt.
10Bei der Politikfunktion ψ(k) ist der Kapitalstock kt die Zustandsvariable und der
Konsum ct die Kontrollvariable.
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Die Abbildung 26 zeigt die Funktion c(k) fu¨r die numerisch berechnete Po-
litikfunktion φ(k) der Abbildungen 22 und 23. Die Funktion 1− c(k) (Spar-
quote) ist auf Abbildung 27 zu sehen.
Die x-Achse der Abbildung 26 bildet gemeinsam mit der strichlierten Linie
ein Band. Innerhalb dieses Bandes konsumiert der Haushalt nur einen Teil
seines Einkommens f(α, kt) , sein Vermo¨gen (1 − δ)kt (zum Zeitpunkt t)
bleibt unberu¨hrt. Oberhalb der strichlierten Linie verbraucht er zusa¨tzlich
zu seinem Einkommen auch einen Teil seines Vermo¨gens. Die nicht unterbro-
chene Linie stellt c(kt) (die Konsumquote in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock
zum Zeitpunkt t) dar.
Auch die beiden strichlierten Linien der Abbildung 27 bilden gemeinsam ein
Band, innerhalb (unterhalb) dessen der Haushalt eine positive (negative) In-
vestition ta¨tigt. Die punktierte Linie beschreibt die Abschreibung δkt geteilt
durch das Einkommen f(α, kt) und in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock (zum
Zeitpunkt t). Nimmt diese punktierte Linie den Wert 1 an, so entspricht der
Wert der Abschreibung dem Einkommen. Die Abschreibung im Verha¨ltnis
zum Einkommen steigt innerhalb des Bandes zuna¨chst zum Wert 1 an, fa¨llt
dann langsam ab und bleibt danach stabil.
Die Sparquote in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock 1− c(k) sinkt zuna¨chst bis
zu ihrem Minimum, steigt dann u¨ber die untere strichlierte Linie und be-
ginnt schließlich wieder zu fallen. Besonders hervorzuheben ist der Wechsel
des Haushalts von der niedriger entwickelten Technologie fL auf die ho¨her
enwickelte Technologie fH ungefa¨hr beim Minimum der Sparquote, gleichzei-
tig erho¨ht er an dieser Stelle seine Sparquote. Weiters wird an diesem Punkt
aus einem armen Haushalt ein nicht-armer Haushalt. Liegt 1− c(k) oberhalb
der punktierten Linie, so wa¨chst der Kapitalstock, d.h. kt+1 > kt. Liegt sie je-
doch unterhalb der punktierten Linie, so verringert sich der Kapitalstock, d.h.
kt+1 < kt. Weiters ist zu beachten, dass es sich beim Schnittpunkt der beiden
Linien um einen Fixpunkt handelt. Somit kann man auf der Abbildung 27
die drei Gleichgwichte erkennen, vergleiche dazu auch die Abbildungen 22
und 23.
Man kann also festhalten, dass das Konsumverhalten (Investitionsverhalten)
des Haushalts im ModellM2 unter Annahme (A1) jenem vomM1 unter An-
nahme (A1) qualitativ entspricht.
Hier geht man dann den gleichen Fragen nach, die auch in Kapitel 5.2 be-
handelt wurden. Nun die erste dieser Fragen: Welchen Einfluss haben die
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Abbildung 22: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion von (34) mit den
Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 18.1.
Abbildung 23: Die Abbildung zeigt einen Teil der Politikfunktion von (34)
mit den Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 18.1.
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Abbildung 24: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion ψ von (34) mit den
Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 18.1.
Abbildung 25: Die Abbildung zeigt einen Teil der Politikfunktion ψ von (34)
mit den Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 18.1.
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Abbildung 26: Die Abbildung zeigt das Konsumverhalten von (31) mit den
Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 18.1.
Abbildung 27: Die Abbildung zeigt das Sparverhalten von (31) mit den Pa-
rametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 18.1.
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Fixkosten E auf das Verhalten des Haushalts und somit auch auf die Gleich-
gewichte des deterministischen dynamischen Modells mit Produktionsfunk-
tion vom Typ 2?
Auf den folgenden Abbildungen 28 - 29 findet sich auf der x-Achse jeweils
der Kapitalstock zum Zeitpunkt t (Zustandsvariable), auf der y-Achse jeweils
der Kapitalstock zum Zeitpunkt t+ 1 (Kontrollvariable).
Auf den Abbildungen 28 und 29 sieht man die Politikfunktion von (34) mit
den Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 24. Die Fixkosten
E ↑ wurden auf E = 23.54 erho¨ht. Dies hat zur Folge, dass die Politik-
funktion φ(.) nur mehr u¨ber einen Fixpunkt verfu¨gt, welcher stabil ist. Im
Detail bedeutet dies, dass dieses Modell von der Art M2 nun nur mehr ein
kleines stabiles Gleichgewicht besitzt. Die Abbildung 29 ist ein Ausschnitt
der Abbildung 28, hier ist der einzige Fixpunkt der Politikfunktion nun aber
deutlicher zu erkennen. Durch den Anstieg der Fixkosten E ↑ existiert jetzt
nur mehr das kleine stabile Gleichgewicht.
Die Abbildung 30 zeigt eine Politikfunktion φ(.) bei welcher die Fixkosten
E ↓ auf E = 12 gesenkt wurden. In diesem Fall existiert nur mehr ein ein-
ziges stabiles Gleichgewicht, welches auf Abbildung 30 erkennbar ist. Dieses
Modell besitzt nun nur mehr ein großes stabiles Gleichgewicht.
Seien nun die Parameter E (Fixkosten) und α (perso¨nliche Fa¨higkeiten) zwei
exogene Variablen. Die Korrespondenz EQ(.) auf R+ × [1, 2] heißt Gleichge-





k ∈ R+ : k = φE,α(k)
}
definiert. Die Politikfunktion φE,α(.) entstammt dem jeweiligen determinis-
tischen diskontierten dynamischen Programm (34) mit gegebenem E und α.
Um diese Gleichgewichtskorrespondenz EQ(.) zu erhalten, berechnet man
die Politikfunktion des Problems (34) mit den Parametern γ = 0.3, A = 1,
B = 10 und α = 1 fu¨r jeweils verschiedene Werte von E. Aus den Ergebnis-
sen erha¨lt man beispielsweise die Abbildung 31.
Bei den Abbildungen 31-33 werden auf der x-Achse die Fixkosten E aufge-
tragen, auf der y-Achse die Gleichgewichte (Kapitalstock kt). Weiters sind
zwei Linien zu sehen, wobei die strichlierte Linie die Grenze zwischen einem
armen Haushalt und einem nicht-armen Haushalt darstellt. D.h. jeder Punkt
unterhalb dieser Linie repra¨sentiert eine Kombination aus Kapitalstock kt
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Abbildung 28: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion von (34) mit den
Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 24.
Abbildung 29: Die Abbildung zeigt einen Teil der Politikfunktion von (34)
mit den Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 24.
63
Abbildung 30: Die Abbildung zeigt einen Teil der Politikfunktion von (34)
mit den Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10, α = 1 und E = 12.
Abbildung 31: Diese Abbildung zeigt die stationa¨ren Gleichgewichte von (34)
mit den Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10 und α = 1.
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Abbildung 32: Diese Abbildung zeigt die stationa¨ren Gleichgewichte von (34)
mit den Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10 und α = 1.2.
Abbildung 33: Diese Abbildung zeigt die stationa¨ren Gleichgewichte von (34)
mit den Parametern γ = 0.3, A = 1, B = 10 und α = 2.
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und Fixkosten E (Modella¨nderung), in welcher der Haushalt die weniger ent-
wickelte Technologie bevorzugt. Oberhalb der Linie pra¨feriert der Haushalt
die ho¨her entwickelte Technologie. Die andere Linie stellt die Gleichgewichts-
korrespondenz EQ(.) dar. Aus der Abbildung la¨sst sich erkennen, dass die
Korrespondenz EQ(.) einen, zwei oder drei Werte in R+ annimmt.
Die Gleichgewichtskorrespondenz EQ(.) kann in drei stetige Funktionen un-
terteilt werden. Die unterste Funktion EQ(.) verla¨uft parallel zur x-Achse
und steht fu¨r die kleinen stabilen Gleichgewichte. Haushalte, die dieses Gleich-
gewicht erreichen, gelten als arm, da sich diese Linie unterhalb der strichlier-
ten Linie (Armutsgrenze) befindet. Die oberste Funktion EQ repra¨sentiert
die großen stabilen Gleichgewichte und diese Linie befindet sich - wie deutlich
sichtbar ist - oberhalb der Armutsgrenze. Die letzte Funktion stellt die insta-
bilen Gleichgewichte dar. Befindet sich ein Haushalt oberhalb dieser Linie, so
wird er sich zum großen stabilen Gleichgewicht entwickeln. Liegt er hingegen
unterhalb der Linie, so entwickelt er sich zum kleinen Gleichgewicht. Diese
Funktion wird mit EQ(.) bezeichnet.
Aus den numerischen Berechnungen kann man die Form der (stationa¨ren)
Gleichgewichtskorrespondenz EQ(E,α) auf R+ × [1, 2] erkennen. Die Funk-
tion s1 : α 7→ (E∗1 , k∗1)(α) ∈ R+ × R+ heißt - wie bereits erwa¨hnt - Funktion
der kleinen Sattelpunkte, wa¨hrend man die Funktion s2 : α 7→ (E∗2 , k∗2)(α) ∈
R+ × R+ hier Funktion der großen Sattelpunkte nennt.







E : 0 ≤ E < E∗1(α){
k∗1(α), EQ(E,α)
}
E : E = E∗1(α){
EQ(E,α), EQ(E,α), EQ(E,α)
}





E : E = E∗2(α){
EQ(E,α)
}
E : E∗2(α) < E < +∞
Weiters gilt auch hier:
k∗l (α) = EQ(E
∗














2)(α) kann man aus der jeweiligen Ab-
bildung ablesen. Man beachte dabei, dass α hier eine Konstante ist.
Sind die Fixkosten E einer Produktionsfunktion vom Typ 2 gro¨ßer als E∗2(α),
so wird sich ein Haushalt - unabha¨ngig von der Anfangskapitalausstattung




Sind jedoch die Fixkosten E einer Produktionsfunktion vom Typ 2 kleiner
als E∗1(α), so wird sich ein Haushalt - wieder unabha¨ngig von seiner Anfangs-
kapitalausstattung k0 - immer zum großen stabilen Gleichgewicht entwickeln
d.h. lim
t→+∞
kt = EQ (nicht-armes Gleichgewicht).
Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 2 mit Fixkos-
ten E, die kleiner oder gleich sind als E∗2(α), jedoch gro¨ßer oder gleich als
E∗1(α) d.h. E
∗
1(α) ≤ E ≤ E∗2(α), so bestimmt die Anfangskapitalausstattung
k0 seine mo¨gliche Entwicklung.
Nun weiter zu Frage zwei: Welchen Einfluss haben die perso¨nlichen Fa¨higkeiten
des Haushalts auf die Fixpunkte der Politikfunktion des Haushalts und somit
auch auf die Gleichgewichte des deterministischen dynamischen Modells mit
Produktionsfunktion vom Typ 2?
Die Korrespondenz EQ(E,α) kann einen, zwei oder drei Werte in R+× [1, 2]
annehmen. Um die Abbildungen 31-33 zu erhalten, wurde die Gleichge-
wichtskorrespondenz fu¨r drei verschiedene Werte von α berechnet d.h. α ∈
{1, 1.5, 2}.
Die Form der Gleichgewichtskorrespondenz EQ(E,α) auf R+ × [1, 2] la¨sst
erkennen, dass bei Haushalten mit gro¨ßeren perso¨nlichen Fa¨higkeiten und
gleichbleibenden Fixkosten die Armutsfalle verschwinden kann, d.h. es exis-
tiert nur mehr ein großes stabiles Gleichgewicht bei gleichem E (Fixkosten).
Aus den numerischen Berechnungen kann man die folgenden Eigenschaften
der (stationa¨ren) Gleichgewichtskorrespondenz EQ(E,α) auf R+× [1, 2] ab-
lesen:
α1 < α2 ⇒ E∗1(α1) < E∗1(α2)
Man beachte dazu die Abbildungen 31 und 33 in diesem Kapitel. Somit gilt
auch die folgende Aussage:
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α1 < α2 ⇒ E∗2(α1) < E∗2(α2)





Dazu beachte man nochmals die Abbildungen 18-21 und die letzten beiden




Seien (E∗1 , k
∗
1)(1) ∈ R+ × R+ und (E∗2 , k∗2)(2) ∈ R+ × R+ zwei Sattelpunkte
des deterministischen Modells M2, so entwickelt sich ein Haushalt mit ei-
ner beliebigen Anfangsausstattung an perso¨nlichen Fa¨higkeiten α und einer
Produktionsfunktion vom Typ 2 mit Fixkosten
E ∈ R+ : E < E∗1(1)
immer in Richtung des großen stabilen Gleichgewichtes EQ(E,α) und zwar
unabha¨ngig von der Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+ und an perso¨n-
lichen Fa¨higkeiten α ∈ [1, 2]. In diesem Fall existiert keine Armutsfalle.
Verfu¨gt der Haushalt jedoch u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 2 mit
Fixkosten
E ∈ R+ : E > E∗2(2),
so entwickelt er sich immer zum kleinen stabilen Gleichgewicht EQ(E,α) und
zwar wieder unabha¨ngig von der Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+ und
an perso¨nlichen Fa¨higkeiten α ∈ [1, 2]. In diesem Fall existiert nur die Ar-
mutsfalle.
Am Ende dieses Kapitels la¨sst sich festhalten, dass sich die Ergebnisse der
beiden Modelle unter Annahme (A1) (M1 und M2) inhaltlich decken.
5.4 Value Function Iteration mit stochastischen Pro-
grammen
Die nachfolgenden stochastischen Optimierungsprobleme (36) und (38) wer-
den mit demWertfunktions Iterations Algorithmus numerisch berechnet. Da-
bei greift man wieder auf das Werk von M. Miranda und P. Fackler [14]
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Abbildung 34: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (36) mit den Para-






Abbildung 35: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (38) mit den Para-






zuru¨ck. Sei k die Zustandsvariable und κ die Kontrollvariable. Als Startwert
(Vektor) in diesem Kapitel dient v0(k). Beim Wertfunktions Iterations Algo-
rithmus wird die nachfolgende Rekursionsgleichung wiederholt angewendet.











j = 0, . . . , T
v0(k) = u
(
f(α, k) + (1− δ)k
)
Es wird weiters das Abbruchkriterium ‖vt+1 − vt‖ ≤ 1100 verwendet.





x ∈ G : 0 ≤ x ≤ f(α, k) + (1− δ)k
}
fu¨r alle k ∈ R+. Weiters ist G =
{










g ∈ R+ und n ∈ N.
Im stochastischen dynamischen Modell mit i.i.d. Schocks gelten die beiden
Annahmen (A2) und (A3) d.h.
Θ = {ϑ1, . . . , ϑL}










P(θ = ϑl) · vj(ϑl · κ)










vT (θ · κ)
]
Außerdem erha¨lt man die Wertfunktion V (.) durch








vT (θ · κ)
]
Das stochastische diskontierte dynamische Programm (36) la¨sst sich mit Hilfe


















fu¨r j = 0, . . . , T








als Startwert ein. Die diskre-
tisierte zula¨ssige Aktionskorrespondenz Γ(.) auf R+ hat die folgende Form:
Γ(k) =
{
x ∈ G : 0 ≤ x ≤ max{αAkγ, αBkγ − E}+ (1− δ)k}
Die Abbildung (34) zeigt das Konvergenzverhalten der Wertfunktion des sto-
chastischen diskontierten dynamischen Programms (38) mit den Parametern





nach 10, 20, 30 und
maximal 400 Schritten. Auf der Abbildung ist zu erkennen, dass die Wert-
funktion monoton konvergiert.
Analog la¨sst sich das stochastische diskontierte dynamische Programm (34)

















fu¨r j = 0, . . . , T









sierte Korrespondenz Γ(.) auf R+ hat die folgende Form:
Γ(k) =
{
x ∈ G : 0 ≤ x ≤ max{αAkγ, αBkγ − E}+ (1− δ)k}
Die Abbildung (35) zeigt das Konvergenzverhalten der Wertfunktion des sto-
chastischen diskontierten dynamischen Programms (38) mit den Parametern





15 und maximal 400 Schritten. Auch auf dieser Abbildung ist zu erkennen,
dass die Wertfunktion monoton konvergiert. Dieses spezielle Konvergenzver-
halten weisen alle stochastischen diskontierten dynamischen Programme in
dieser Arbeit auf.
5.5 Das stochastische dynamische Modell mit i.i.d. Schocks
und Produktionsfunktion vom Typ 1
Das Verhalten des Haushalts im stochastischen dynamischen Modell mit Pro-
duktionsfunktion vom Typ 1, welches auch als Modell M1 unter den Annah-
men (A2) und (A3) bezeichnet wird, soll hier nun numerisch berechnet wer-
den. Es soll also die folgende stochastische Verhaltensgleichung des Haushalts
71
numerisch berechnet werden:
kt+1 = θt+1 · φ(kt) ∀t
Das Konsumverhalten des Haushalts erha¨lt man durch die nachfolgende Ver-
haltensgleichung:
ct = ψ(kt) = f(α, kt)− φ(kt) + (1− δ)kt ∀t
Weiters la¨sst sich das Investitionsverhalten des Haushalts durch die Glei-
chung
it = φ(kt)− (1− δ)kt ∀t
beschreiben.
Das stochastische Verhalten des Kapitalstocks setzt sich aus dem Schockpro-
zess (θt)t∈N0 und der Politikfunktion φ(k) des Haushalts zusammen. Dazu
gilt es, das stochastische diskontierte dynamische Programm (36) zu lo¨sen.
Das stochastische diskontierte dynamische Programm (36) des stochastischen
dynamischen Modells mit der Produktionsfunktion vom Typ 1 erha¨lt man









)t ·E[ln(max{αkγLt , αkγHt − E} − κt+1 + 910kt)]
kt+1 = θt+1 · κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0








Im Folgenden wird das stochastische diskontierte dynamische Programm (36)
unter der Annahme (A4) numerisch berechnet. Man erha¨lt dadurch die Po-
litikfunktion φ(.) und untersucht mit deren Hilfe das jeweilige Modell auf
θ-Gleichgewichte.
Definition 3 (θ-Gleichgewicht). Unter einem θ-Gleichgewicht versteht man
in dieser Arbeit immer einen Kapitalstock kτ fu¨r den gilt:
θτ+1 = 1⇒ kτ+1 = kτ
Man beachte, dass ein θ-Gleichgewicht von der Realisation der Zufallsvariable
θ abha¨ngt.
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Die Fixpunkte der Politikfunktion φ(.) repra¨sentieren somit die θ-Gleichge-
wichte des ModellsM1 unter den Annahmen (A2) und (A3). Dabei geht man
der Frage nach, ob in diesen θ-Gleichgewichten - jeweils fu¨r sich betrachtet -
entweder die ho¨here oder die niedrigere Technologie verwendet wird. Noch-
mals zur Erinnerung: Die Verwendung einer niedrigeren Technologie steht fu¨r
einen armen Haushalt, die Verwendung einer ho¨heren Technologie hingegen
fu¨r einen nicht-armen Haushalt.
Anmerkung 1 (θ-Gleichgewicht). Erstens, ein θ-Gleichgewicht kann als
Grenze verstanden werden. Der Kapitalstockprozess wird u¨ber diese nicht
hinaus wachsen. D.h. sei kτ ein θ-Gleichgewicht und 0 < k0 ≤ kτ , dann
gilt
kt ≤ kτ ∀t.
Zweitens strebt der Haushalt u¨ber die Zeit stets danach, sich in Richtung
stabiles θ-Gleichgewicht zu entwickeln. Nur ein negativer Schock θt < 0 kann
ihn von diesem Entwicklungspfad abbringen, vergleiche dazu Abbildung 59 auf
Seite 99 (Trajektorie eines Kapitalstockprozesses).
Konsum und Investition stehen zueinander u¨ber die Budgetgleichung in Be-
ziehung. Die Budgetgleichung hat die folgende Form:
ct + it = f(α, kt) ∀t
Dividiert man beide Seiten durch das Einkommen zum Zeitpunkt t, d.h.







Die Funktion c sei fu¨r alle k > 0 definiert durch c(k) · f(α, k) = ψ(k). Indem





Somit gilt: Um das Konsumverhalten (Investitionsverhalten) eines Haushalts
zu analysieren, reicht es die Funktion c(k) (Konsumquote) zu betrachten.
Um das stochastische diskontierte dynamische Programm (36) berechnen zu













Die Abbildung 36 zeigt die Politikfunktion φ(k) von (36) mit den Parametern
(exogenen Variablen) E = 7.8 und α = 1 und die Abbildung 37 zeigt die da-
zugeho¨rige Politikfunktion ψ(k). Auf der Abildung 36 (37) befindet sich auf
der x-Achse der Kapitalstock zum Zeitpunkt t (Abildung 37: Kapitalstock
zum Zeitpunkt t) als Zustandsvariable, auf der y-Achse der Kapitalstock
vor Schock zum Zeitpunkt t + 1 (Konsum zum Zeitpunkt t) als Kontrollva-
riable. Die durchgehende Linie ist die Politikfunktion. Die strichlierte Linie
repra¨sentiert die Winkelhalbierung von R+. Die punktierte dritte Linie bildet
gemeinsam mit der x-Achse die zula¨ssige Aktionskorrespondenz. Auf der Ab-
bildung 36 erkennt man, dass die Politikfunktion einen instabilen Fixpunkt
und zwei stabile Fixpunkte besitzt.
Die Abbildung 38 zeigt die Funktion c(k) fu¨r die numerisch berechnete Poli-
tikfunktion φ(k) von Abbildung 36. Die Abbildung 39 zeigt die dazugeho¨rige
Funktion 1− c(k) (die Sparquote in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock).
Die x-Achse der Abbildung 38 bildet gemeinsam mit der strichlierten Linie
ein Band. Innerhalb dieses Bandes konsumiert der Haushalt lediglich einen
Teil seines Einkommens f(α, kt) , sein Vermo¨gen (1− δ)kt (zum Zeitpunkt t)
bleibt unangetastet. Oberhalb der strichlierten Linie verbraucht er zusa¨tzlich
zu seinem Einkommen auch einen Teil seines Vermo¨gens.
Die beiden strichlierten Linien der Abbildung 39 bilden ebenfalls gemein-
sam ein Band, innerhalb dessen der Haushalt eine positive Investition it > 0
ta¨tigt. Von einer positiven Investition spricht man, wenn dem Kapitalstock
neues Kapital zugefu¨hrt wird. Bei einer negativen Investition it < 0 hingegen
verringert sich das Vermo¨gen (1− δ)kt um diesen Wert. Die punktierte Linie
beschreibt die Abschreibung δkt geteilt durch das Einkommen f(α, kt) und in
Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock (zum Zeitpunkt t). Nimmt diese punktierte
Linie den Wert 1 an, so entspricht der Wert der Abschreibung dem Einkom-
men. Die Abschreibung im Verha¨ltnis zum Einkommen steigt innerhalb des
Bandes zuna¨chst zum Wert 1 an, fa¨llt dann langsam ab und bleibt sodann
stabil. Die verbleibende (nicht unterbrochene) Linie stellt die Sparquote in
Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock 1 − c(k) zum Zeitpunkt t dar. Liegt diese
oberhalb der punktierten Linie, so wa¨chst der Kapitalstock, d.h. kt+1 > kt.
Liegt sie jedoch unterhalb der punktierten Linie, so verringert sich der Ka-
pitalstock, d.h. kt+1 < kt. Weiters ist zu beachten, dass es sich beim Schnitt-
punkt der beiden Linien um einen Fixpunkt handelt. Somit kann man auf
der Abbildung 39 die drei Gleichgwichte erkennen, vergleiche dazu auch Ab-
bildung 36.
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Die Konsumquote (Sparquote) in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock c(k) auf
Abbildung 38 (Abbildung 39) steigt (fa¨llt) zuna¨chst bis zu ihrem Maximum
(Minimum), fa¨llt (steigt) dann unter (u¨ber) die (untere) strichlierte Linie und
beginnt schließlich innerhalb des Bandes wieder zu steigen (sinken). Auch
hier liegt der Wechsel des Haushalts von der niedriger entwickelten Techno-
logie fL auf die ho¨her enwickelte Technologie fH ungefa¨hr beim Maximum
der Konsumquote, gleichzeitig reduziert (erho¨ht) er an dieser Stelle seine
Konsumquote (Sparquote). Weiters wird an diesem Punkt aus einem armen
Haushalt ein nicht-armer Haushalt.
Vergleicht man das deterministische Modell mit dem stochastischen, so la¨sst
sich feststellen, dass der Haushalt im zweiteren die Tendenz zu ho¨heren Kon-
sumquoten besitzt.
In diesem Kapitel gehen wir zwei weiteren getrennten Fragestellungen nach:
Erstens, welchen Einfluss hat die Vera¨nderung der Fixkosten E auf die Gleich-
gewichte und, zweitens, welchen Einfluss haben die perso¨nlichen Fa¨higkeiten
α des Haushalts auf die Gleichgewichte?
Beginnen wir mit der Frage, welchen Einfluss die Fixkosten E auf die Fix-
punkte der Politikfunktion des Haushalts haben und somit auch auf die θ-
Gleichgewichte des stochastischen dynamischen Modells mit Produktions-
funktion vom Typ 1 unter Annahme (A4).
Sei nun der Parameter E (Fixkosten) eine exogene Variable und α fix. Die






k ∈ R+ : k = φE,α(k)
}
definiert. Die Politikfunktion φE,α(.) entstammt dem jeweiligen stochasti-
schen diskontierten dynamischen Programm (36) mit gegebenem E als Fix-
kosten. Um diese Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(.) zu erhalten, berechnet
man die Politikfunktion des Problems (36) mit den Parametern γL = 0.25,
γH = 0.75 und α ∈ {1, 1.2, 1.5, 1.8, 2} fu¨r verschiedene Werte von E. Aus den
Ergebnissen erha¨lt man die Abbildungen 40 - 45 fu¨r verschiedene Werte von
α : 1 ≤ α ≤ 2 (perso¨nliche Fa¨higkeiten des Haushalts).
Auf den nun folgenden Abbildungen 40 - 45 finden sich auf der x-Achse die
Fixkosten E, auf der y-Achse die θ-Gleichgewichte (Kapitalstock kt). Weiters
sind mehrere Linien zu erkennen, wobei die punktierte Linie die Grenze zwi-
schen einem armen Haushalt und einem nicht-armen Haushalt darstellt. D.h.
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Abbildung 36: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion φ von (36) mit den






Abbildung 37: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion ψ von (36) mit den







Abbildung 38: Die Abbildung zeigt das Konsumverhalten von (36) mit den






Abbildung 39: Die Abbildung zeigt das Sparverhalten von (36) mit den Pa-







jeder Punkt unterhalb dieser Linie stehen fu¨r eine Kombination aus Kapital-
stock kt und Fixkosten E, in welcher der Haushalt die weniger entwickelte
Technologie bevorzugt. Oberhalb der Linie pra¨feriert er die ho¨her entwickel-
te Technologie. Die anderen Linien stellen die θ-Gleichgewichtskorrespondenz
EQθ(.) dar. Aus den Abbildungen la¨sst sich erkennen, dass die jeweilige Kor-
respondenz EQθ(.) einen, zwei oder drei Werte in R+ annimmt.
Auch hier kann die θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(.) in drei stetige
Funktionen unterteilt werden. Die unterste Funktion θEQ verla¨uft ungefa¨hr
parallel zur x-Achse und steht hier fu¨r die kleinen stabilen θ-Gleichgewichte.
Haushalte, die dieses Gleichgewicht erreichen, gelten als arm, da sich diese
Linie unterhalb der strichlierten Linie (Armutsgrenze) befindet. Die oberste
Funktion θEQ repra¨sentiert die großen stabilen θ-Gleichgewichte und diese
Linie befindet sich - wie deutlich sichtbar ist - oberhalb der Armutsgrenze.
Die letzte Funktion stellt die instabilen θ-Gleichgewichte dar, diese Funktion
wird mit θEQ bezeichnet. Befindet sich ein Haushalt oberhalb dieser Linie
und findet kein negativer Schock statt d.h. θ = 1, so wird er sich zum großen
stabilen θ-Gleichgewicht entwickeln. Liegt er hingegen unterhalb der Linie, so
entwickelt er sich zum kleinen stabilen θ-Gleichgewicht. Dabei spielt es auch
keine Rolle, ob es zu einem negativen Schock θ < 1 kommt. Bei einem negati-
ven Schock kann der Kapitalstock kt unter das kleine stabile θ-Gleichgewicht
fallen. Der Kapitalstock kt : 0 < kt < θEQ(E,α) na¨hert sich dem kleinen
stabilen θ-Gleichgewicht θEQ(.) wieder falls kein negativer Schock auftritt.
Befindet sich ein Haushalt in dem Feld zwischen der Armutsgrenze und der
Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte θEQ(.), so gilt dieser nicht als
arm, aber seine Entwicklung bewegt sich in Richtung Armut (kleines sta-
biles θ-Gleichgewicht). Befindet sich ein Haushalt hingegen an einem Punkt
unterhalb der Armutsgrenze aber oberhalb der Funktion der instabilen θ-
Gleichgewichte θEQ(.), so gilt der Haushalt zwar als arm, wird sich aber hin
zum großen stabilen θ-Gleichgewicht entwickeln falls kein negativer Schock
stattfindet d.h. θ = 1.
Sinken die Fixkosten E ↓, so trifft die Funktion der kleinen stabilen θ-
Gleichgewicht θEQ und die Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte θEQ(.)
aufeinander, außerdem schneidet die Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte
θEQ(.) die Armutsgrenze. Verringert man die Fixkosten E ↓ weiter, so ver-
bleibt nur noch das große stabile θ-Gleichgewicht. Dieser Fall ist auf den
Abbildungen 40 - 45 zu sehen.
Steigen hingegen die Fixkosten E ↑, so wird sich die Funktion der großen sta-
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bilen θ-Gleichgewichte θEQmit der Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte
θEQ(.) vereinigen. Erho¨ht man die Fixkosten E ↑ schließlich erneut, so ver-
bleibt nur noch das kleine stabile θ-Gleichgewicht. Dies ist auf der Abbildung
40 zu erkennen.
Die Funktion sθ1 : α 7→ (E∗1 , k∗1)(α) ∈ R+ × R+ heißt in der vorliegen-
den Arbeit Funktion der kleinen θ-Sattelpunkte, wa¨hrend man die Funktion
sθ2 : α 7→ (E∗2 , k∗2)(α) ∈ R+ × R+ hier Funktion der großen θ-Sattelpunkte
nennt11.







E : 0 ≤ E < E∗1(α){
k∗1(α), θEQ(E,α)
}
E : E = E∗1(α){
θEQ(E,α), θEQ(E,α), θEQ(E,α)
}





E : E = E∗2(α){
θEQ(E,α)
}
E : E∗2(α) < E < +∞
Weiters gilt auch im stochastischen Modell M1:
k∗l (α) = θEQ(E
∗













2)(α) kann man aus der jeweiligen Ab-
bildung (40 - 45) ablesen.
Die Korrespondenz EQθ(.) kann einen, zwei oder drei Werte in R+ annehmen.
Um die Abbildungen 40 - 45 zu erhalten, wurde die Gleichgewichtskorrespon-
denz fu¨r drei verschiedene Werte von α berechnet d.h. α ∈ {1, 1.2, 1.5, 1.8, 2}.
Zusammenfassend kann man folgende Aussagen treffen:
kt < θEQ(E,α) und θt+1 = 1⇒
∣∣∣kt+1 − θEQ(E,α)∣∣∣ ≤ ∣∣∣kt − θEQ(E,α)∣∣∣
kt > θEQ(E,α) und θt+1 = 1⇒
∣∣∣kt+1 − θEQ(E,α)∣∣∣ ≤ ∣∣∣kt − θEQ(E,α)∣∣∣















)) ∈ R+ × R+ fu¨r l = 1, 2
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Abbildung 40: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (36) mit den






Abbildung 41: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (36) mit den







Abbildung 42: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (36) mit den






Abbildung 43: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (36) mit den







Abbildung 44: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (36) mit den






Abbildung 45: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (36) mit den







fu¨r alle E ∈ R+ : E∗1(α) ≤ E ≤ E∗2(α) mit α ∈ R+ : 1 ≤ α ≤ 2. D.h.
verfu¨gt der Haushalt mit den perso¨nlichen Fa¨higkeiten α u¨ber eine Produk-
tionsfunktion vom Typ 1 mit Fixkosten E, die kleiner oder gleich sind als
E∗2(α) jedoch gro¨ßer oder gleich als E
∗
1(α), so bestimmen der Kapitalstock kt
und der Scockprozess (θt)t∈N0 gemeinsam seine weitere Entwicklung.
Sind die Fixkosten E einer Produktionsfunktion vom Typ 1 gro¨ßer als der
große θ-Sattelpunkt E∗2(α) und tritt kein negativer Schock auf, so wird sich
ein Haushalt - unabha¨ngig von der Kapitalausstattung kt - immer zum klei-
nen stabilen θ-Gleichgewicht entwickeln d.h.
θt+1 = 1⇒
∣∣kt+1 − θEQ(E,α)∣∣ ≤ ∣∣kt − θEQ(E,α)∣∣
(armes Gleichgewicht).
Sind hingegen die Fixkosten E einer Produktionsfunktion vom Typ 1 kleiner
als der kleine θ-Sattelpunkt E∗1(α) und tritt auch hier kein negativer Schock
auf, so wird sich ein Haushalt - wieder unabha¨ngig von seiner Kapitalaus-
stattung kt - immer zum großen stabilen θ-Gleichgewicht entwickeln d.h.
θt+1 = 1⇒
∣∣kt+1 − θEQ(E,α)∣∣ ≤ ∣∣kt − θEQ(E,α)∣∣
(nicht-armes Gleichgewicht).
Nun greifen wir erneut die Frage auf, welchen Einfluss die perso¨nlichen Fa¨hig-
keiten des Haushalts auf die Fixpunkte der Politikfunktion des Haushalts
haben und somit auch auf die θ-Gleichgewichte des Modells.
Aus den numerischen Berechnungen kann man die folgende Eigenschaft der
θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(α,E) ablesen:
α1 < α2 ⇒ E∗1(α1) < E∗1(α2)
Man beachte dazu die Abbildungen 40 - 45. Eine weitere Eigenschaft der
θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(α,E) ist die folgende:
α1 < α2 ⇒ E∗2(α1) < E∗2(α2)
Auch dies ist aus den oben erwa¨hnten Abbildungen ersichtlich. Zudem besitzt





Dazu beachte man erneut die Abbildungen 40 - 45. Aus den gleichen Gru¨nden




Seien (E∗1 , k
∗
1)(1) ∈ R+×R+ und (E∗2 , k∗2)(2) ∈ R+×R+ zwei θ-Sattelpunkte
des stochastischen Modells M1. Falls kein negativer Schock (θ < 1) ein-
tritt, entwickelt sich ein Haushalt mit einer beliebigen Anfangsausstattung
an perso¨nlichen Fa¨higkeiten α und Kapital kt sowie einer Produktionsfunk-
tion vom Typ 1 mit Fixkosten
E ∈ R+ : E < E∗1(1)
immer in Richtung des großen θ-Gleichgewichtes. Das bedeutet also in diesem
Fall, dass seine Entwicklung unabha¨ngig ist von Kapitalausstattung kt ∈ R+
und perso¨nlichen Fa¨higkeiten α ∈ [1, 2]. Es existiert dann keine Armutsfalle.
Verfu¨gt der Haushalt jedoch u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1 mit
Fixkosten
E ∈ R+ : E > E∗2(2),
so entwickelt er sich immer zum kleinen stabilen θ-Gleichgewicht falls θ = 1
und zwar wieder unabha¨ngig von der Kapitalausstattung kt ∈ R+ und der
perso¨nlichen Fa¨higkeiten α ∈ [1, 2]. In diesem Fall existiert nur die Armuts-
falle.
Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1 mit Fixkos-
ten E, die kleiner oder gleich sind als E∗2(2) jedoch gro¨ßer oder gleich als
E∗1(1) d.h. E
∗
1(1) ≤ E ≤ E∗2(2), so bestimmt der Schockprozess (θt)t∈N0 , die
Anfangsausstattung k0 und die perso¨nlichen Fa¨higkeiten α seine Entwick-
lung.
5.6 Das stochastische dynamische Modell mit i.i.d. Schocks
und Produktionsfunktion vom Typ 2
Das Verhalten des typischen Haushalts im stochastischen dynamischen Mo-
dell mit Produktionsfunktion vom Typ 2, welches auch als Modell M2 unter
den Annahmen (A2) und (A3) bezeichnet wird, soll hier nun numerisch be-
rechnet werden. Es soll also die folgende stochastische Verhaltensgleichung
des Haushalts numerisch berechnet werden:
kt+1 = θt+1 · φ(kt) ∀t
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Dazu gilt es, das stochastische diskontierte dynamische Programm (38) zu
lo¨sen. Das stochastische diskontierte dynamische Programm (38) des stochas-
tischen dynamischen Modells mit der Produktionsfunktion vom Typ 2 erha¨lt










)t ·E[ln(max{αAkγt , αBkγt − E}− κt+1 + 910kt)]
kt+1 = θt+1 · κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0








Im Folgenden wird das stochastische diskontierte dynamische Programm (38)
unter der Annahme (A4) numerisch berechnet. Man erha¨lt dadurch die Po-
litikfunktion φ(.) und untersucht mit deren Hilfe das jeweilige Modell auf
stochastische Gleichgewichte.
Zur Wiederholung: Unter einem θ-Gleichgewicht versteht man in dieser Ar-
beit immer einen Kapitalstock kτ , welcher θ-Gleichgewicht heißt sofern gilt:
θτ+1 = 1⇒ kτ+1 = kτ
Die Fixpunkte der Politikfunktion φ(.) repra¨sentieren somit die θ-Gleichge-
wichte des ModellsM2 unter den Annahmen (A2) und (A3). Dabei geht man
der Frage nach, ob in diesen θ-Gleichgewichten - jeweils fu¨r sich betrachtet -
entweder die ho¨here oder die niedrigere Technologie verwendet wird. Noch-
mals zur Erinnerung: Die Verwendung einer niedrigeren Technologie steht fu¨r
einen armen Haushalt, die Verwendung einer ho¨heren Technologie hingegen
fu¨r einen nicht-armen Haushalt.
Es gilt auch hier: Um das Konsumverhalten (Investitionsverhalten) eines
Haushalts zu analysieren, reicht es die Funktion c(k) (die Konsumquote in
Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock) zu betrachten.
Um das stochastische diskontierte dynamische Programm (36) berechnen zu
ko¨nnen, werden die Parameter auf γ = 3
10
, A = 1 und B = 10 fixiert. Weiters
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Die Abbildung 46 zeigt die Politikfunktion φ(k) von (36) mit den Parametern
(exogenen Variablen) E = 7.8 und α = 1. Die dazugeho¨rige Politikfunktion
ψ(k) ist auf der Abbildung 47 ersichtlich. Auf der Abildung 46 (47) befin-
det sich auf der x-Achse der Kapitalstock zum Zeitpunkt t (Kapitalstock
zum Zeitpunkt t) als Zustandsvariable, auf der y-Achse der Kapitalstock
vor Schock zum Zeitpunkt t + 1 (Konsum zum Zeitpunkt t) als Kontrollva-
riable. Die durchgehende Linie ist die Politikfunktion. Die strichlierte Linie
repra¨sentiert die Winkelhalbierung von R+. Die punktierte dritte Linie bildet
gemeinsam mit der x-Achse die zula¨ssige Aktionskorrespondenz. Die Politik-
funktion φ(k) auf Abbildung 46 verfu¨gt u¨ber einen instabilen Fixpunkt und
zwei stabile Fixpunkte.
Die Abbildung 48 zeigt die Funktion c(k) fu¨r die numerisch berechnete Poli-
tikfunktion φ(k) von Abbildung 46. Die Abbildung 49 zeigt die dazugeho¨rige
Funktion 1− c(k) (Sparquote).
Die x-Achse der Abbildung 48 bildet gemeinsam mit der strichlierten Linie
ein Band. Innerhalb dieses Bandes konsumiert der Haushalt lediglich einen
Teil seines Einkommens f(α, kt). Oberhalb der strichlierten Linie verbraucht
er zusa¨tzlich zu seinem Einkommen auch einen Teil seines Vermo¨gens (1−δ)kt
zum Zeitpunkt t.
Die beiden strichlierten Linien der Abbildung 49 bilden ebenfalls gemein-
sam ein Band, innerhalb dessen der Haushalt eine positive Investition it > 0
ta¨tigt. Die punktierte Linie beschreibt die Abschreibung δkt geteilt durch das
Einkommen f(α, kt) und in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock zum Zeitpunkt t.
Die Abschreibung im Verha¨ltnis zum Einkommen steigt innerhalb des Ban-
des zuna¨chst an, fa¨llt dann langsam ab und bleibt sodann stabil. Die ver-
bleibende (nicht unterbrochene) Linie stellt die Sparquote in Abha¨ngigkeit
vom Kapitalstock 1 − c(k) zum Zeitpunkt t dar. Liegt diese oberhalb der
punktierten Linie, so wa¨chst der Kapitalstock, d.h. kt+1 > kt. Liegt sie je-
doch unterhalb der punktierten Linie, so verringert sich der Kapitalstock,
d.h. kt+1 < kt. Weiters ist zu beachten, dass es sich beim Schnittpunkt der
beiden Linien um einen Fixpunkt handelt. Somit kann man auf der Abbil-
dung 49 die drei Gleichgwichte erkennen, vergleiche dazu auch Abbildung 46.
Die Konsumquote (Sparquote) in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock c(k) auf
Abbildung 48 (Abbildung 49) steigt (fa¨llt) zuna¨chst bis zu ihrem Maximum
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(Minimum), fa¨llt (steigt) dann unter (u¨ber) die (untere) strichlierte Linie und
beginnt schließlich innerhalb des Bandes wieder zu steigen (sinken). Auch hier
liegt der Wechsel des Haushalts von der niedriger entwickelten Technologie
fL auf die ho¨her enwickelte Technologie fH ungefa¨hr beim Maximum der
Konsumquote, gleichzeitig reduziert (erho¨ht) er an dieser Stelle seine Kon-
sumquote (Sparquote).
In diesem Kapitel gehen wir zwei weiteren getrennten Fragestellungen nach:
Erstens, welchen Einfluss hat die Vera¨nderung der Fixkosten E auf die Gleich-
gewichte und, zweitens, welchen Einfluss haben die perso¨nlichen Fa¨higkeiten
α des Haushalts auf die Gleichgewichte?
Um das stochastische diskontierte dynamische Programm (36) berechnen zu
ko¨nnen, werden die Parameter auf γ = 25
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Beginnen wir mit der Frage, welchen Einfluss die Fixkosten E auf die Fix-
punkte der Politikfunktion des Haushalts haben und somit auch auf die θ-
Gleichgewichte des stochastischen dynamischen Modells mit Produktions-
funktion vom Typ 2 unter Annahme (A4).
Sei nun der Parameter E (Fixkosten) eine exogene Variable und α fix. Die






k ∈ R+ : k = φE,α(k)
}
definiert. Die Politikfunktion φE,α(.) entstammt dem jeweiligen stochasti-
schen diskontierten dynamischen Programm (38) mit gegebenem E als Fix-
kosten. Um diese θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(.) zu erhalten, be-
rechnet man die Politikfunktion des Problems (38) mit den Parametern
γL = 0.25, γH = 0.75 sowie α ∈ {1, 1.5, 2} und verschiedene Werte von
E. In den Abbildungen 50 - 53 a¨ndert sich jeweils der α-Wert (perso¨nliche
Fa¨higkeiten des Haushalts).
Auf den nun folgenden Abbildungen 50 - 53 finden sich auf der x-Achse
die Fixkosten E, auf der y-Achse die θ-Gleichgewichte (Kapitalstock kt).
Weiters sind mehrere Linien zu sehen, wobei die punktierte Linie die Gren-
ze zwischen einem armen Haushalt und einem nicht-armen Haushalt dar-
stellt. D.h. jeder Punkt unterhalb dieser Linie repra¨sentiert eine Kombina-
tion aus Kapitalstock kt und Fixkosten E, in welcher der Haushalt die we-
niger entwickelte Technologie bevorzugt. Oberhalb der Linie pra¨feriert der
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Abbildung 46: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion φ von (38) mit den





Abbildung 47: Die Abbildung zeigt die Politikfunktion ψ von (38) mit den






Abbildung 48: Die Abbildung zeigt das Konsumverhalten von (38) mit den





Abbildung 49: Die Abbildung zeigt das Sparverhalten von (38) mit den Pa-






Haushalt die ho¨her entwickelte Technologie. Die anderen Linien stellen die
θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(.) dar. Aus den Abbildungen la¨sst sich
erkennen, dass die jeweilige Korrespondenz EQθ(.) einen, zwei oder drei Wer-
te in R+ annimmt.
Auch hier kann die θ-Gleichgewichtskorrespondenz in drei stetige Funktionen
unterteilt werden: Die unterste Funktion θEQ(.) verla¨uft ungefa¨hr parallel
zur x-Achse und steht fu¨r die kleinen stabilen θ-Gleichgewichte. Haushalte,
die dieses Gleichgewicht erreichen, gelten als arm, da sich diese Linie unter-
halb der strichlierten Linie (Armutsgrenze) befindet. Die oberste Funktion
θEQ repra¨sentiert die großen stabilen θ-Gleichgewichte und diese Linie be-
findet sich - wie deutlich erkennbar ist - oberhalb der Armutsgrenze. Die
letzte Funktion stellt die instabilen θ-Gleichgewichte dar. Befindet sich ein
Haushalt oberhalb dieser Linie und findet kein negativer Schock θ < 1 statt,
so wird er sich zum großen stabilen θ-Gleichgewicht entwickeln. Liegt er hin-
gegen unterhalb der Linie, so entwickelt er sich zum θ-Gleichgewicht. Dabei
spielt es auch keine Rolle, ob es zu einem negativen Schock kommt. Diese
Funktion wird mit θEQ(.) bezeichnet.
Befindet sich ein Haushalt in dem Feld zwischen der Armutsgrenze und
der Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte, so gilt dieser nicht als arm,
aber seine Entwicklung bewegt sich in Richtung Armut (kleines stabiles θ-
Gleichgewicht). Befindet sich ein Haushalt hingegen an einem Punkt unter-
halb der Armutsgrenze aber oberhalb der Funktion der instabilen θ-Gleich-
gewichte, so gilt der Haushalt zwar als arm, wird sich aber hin zum großen
stabilen θ-Gleichgewicht entwickeln vorausgesetzt es findet zudem kein nega-
tiver Schock θ < 1 statt.
Sinken die Fixkosten E ↓, so treffen die Funktion der kleinen stabilen θ-
Gleichgewichte und die Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte aufeinan-
der, außerdem schneidet die Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte die
Armutsgrenze. Verringert man die Fixkosten E ↓ weiter, so verbleibt nur
noch das große stabile θ-Gleichgewicht. Dieser Fall ist auf den Abbildungen
50 - 53 zu sehen.
Steigen hingegen die Fixkosten E ↑, so wird sich die Funktion der großen
stabilen θ-Gleichgewichte mit der Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte
vereinigen. Erho¨ht man die Fixkosten E ↑ schließlich erneut, so verbleibt nur
noch das kleine stabile θ-Gleichgewicht.
Aus den numerischen Berechnungen kann man die Form der θ-Gleichge-
90
Abbildung 50: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (38) mit den





Abbildung 51: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (38) mit den






Abbildung 52: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (38) mit den





Abbildung 53: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (38) mit den












E : 0 ≤ E < E∗1(α){
k∗1(α), θEQ(E,α)
}
E : E = E∗1(α){
θEQ(E,α), θEQ(E,α), θEQ(E,α)
}





E : E = E∗2(α){
θEQ(E,α)
}
E : E∗2(α) < E < +∞
Weiters gilt auch in diesem stochastischen Modell M2:
k∗l (α) = θEQ(E
∗







Es sei darauf hingewiesen, dass die Funktion sθ1 : α 7→ (E∗1 , k∗1)(α) ∈ R+ ×
R+ wieder die Funktion der kleinen θ-Sattelpunkte ist, wa¨hrend man die
Funktion sθ2 : α 7→ (E∗2 , k∗2)(α) ∈ R+ × R+ erneut Funktion der großen θ-






2)(α) kann man aus
den Abbildungen 40 - 45 ablesen.
Nun greifen wir erneut die Frage auf, welchen Einfluss die perso¨nlichen Fa¨hig-
keiten des Haushalts (α) auf die Fixpunkte der Politikfunktion des Haushalts
haben und somit auch auf die θ-Gleichgewichte des Modells.
Aus den numerischen Berechnungen kann man die folgende Eigenschaft der
θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(E,α) ablesen:
α1 < α2 ⇒ E∗1(α1) < E∗1(α2)
Man beachte dazu die Abbildungen 50 - 53. Eine weitere Eigenschaft der
θ-Gleichgewichtkorrespondenz EQθ(α,E) ist die folgende:
α1 < α2 ⇒ E∗2(α1) < E∗2(α2)
Auch dies ist aus den oben erwa¨hnten Abbildungen ersichtlich. Schließlich
kann man festhalten, dass sich die beiden stochastischen Modelle M1 und
M2 inhaltlich decken (unter den Annahmen A2 und A3).
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6 Modellsimulation I
Die folgenden Seiten befassen sich mit der Frage, wie hoch die Wahrschein-
lichkeit dafu¨r ist, dass sich ein Haushalt nach 100 Perioden unterhalb des
instabilen θ-Gleichgewichtes befindet, d.h. k100 < θEQ(E,α), dies im jewei-
ligen Modell. Zur Erinnerung: Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber einen Kapitalstock
kt, welcher geringer ist, als das instabile θ-Gleichgewicht, so wird er sich in
Richtung kleines stabiles θ-Gleichgewicht (Armutsfalle) entwickeln.
Sei φ(.) eine numerisch berechnete Politikfunktion eines Haushalts mit einer
Anfangsaustattung an perso¨nlichen Fa¨higkeiten und Kapital von α und k0.
Die (stochastische) Verhaltensgleichung
kt+1 = θ · φ(kt)
und das Anfangskapital k0 des Haushalts erzeugen gemeinsam einen Stochas-
tischen Prozess (kt)t∈N0 (Kapitalstockprozess).
Es werden Pfade des Kapitalstockprozesses (kt)t∈N0 |(α, k0) mit gegebener An-
fangsausstattung der La¨nge 100 simuliert um mit Hilfe des Schwachen Ge-




∥∥ k0) fu¨r k0 ∈ R+
Man beachte, dass k100 eine nicht-negative Zufallsvariable ist.
Aus dem Schwachen Gesetz der großen Zahlen (Satz 5.7 in H. Georgii [9])
folgt das Nachstehende: Sei (Xn)n∈N0 eine Folge von nicht-negativen i.i.d. Zu-
fallsvariablen und X
d










X ≤ x) P-f.s.
Es wird die Annahme (A4) bezu¨glich des Schockprozesses
(θt)t∈N0 : θt = θ ∀t ∈ N0
getroffen. Zur Erinnerung: Die Annahme (A4) lautet: Sei p ∈ (0, 1) eine









= pk(1− p)3−k k = 0, . . . , 3
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Bei X handelt es sich um eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Pa-
rametern 3 und p.
Fu¨r die in diesem Kapitel durchgefu¨hrten Simulationen wird die nachfolgen-
de Eigenschaft des ModellsM1 (M2) verwendet, allerdings unter der Voraus-
setzung, dass diese Modelle ein instabiles θ-Gleichgewicht besitzen: Verfu¨gt
ein Haushalt u¨ber einen Anfangskapitalstock k0, der nicht gro¨ßer ist, als
θEQ(E,α) (das instabile θ-Gleichgewicht), so wird der dazugeho¨rige Kapi-
talstockprozess (kt)t∈N0 nie u¨ber eben dieses θ-Gleichgewicht hinauswachsen.
D.h.
k0 ≤ θEQ(E,α)⇒ kt ≤ θEQ(E,α) ∀t
Mit anderen Worten: Der Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 wird mit Wahrschein-
lichkeit 1 in jedem beliebigen Zeitpunkt unter oder auf dem instabilen θ-
Gleichgewicht liegen, sofern der Anfangskapitalstock k0 kleiner oder gleich
als das instabile θ-Gleichgewicht ist. Dies kann man aus den Abbildungen 54
(57) und 60 (63) ablesen.
6.1 Modellsimulation mit i.i.d. Schocks und Produkti-
onsfunktion vom Typ 1
Mit Hilfe der nun folgenden Simulation gehen wir der Frage nach, wie hoch die
Wahrscheinlichkeit dafu¨r ist, dass der Kapitalstock kt eines Haushalts nach
100 Perioden unterhalb eines kritischenWertes liegt. Als kritischer Wert dient
hier das instabile θ-Gleichgewicht. Es wird also die folgende Wahrscheinlich-





∥∥ k0) fu¨r k0 ∈ R+
Diese Wahrscheinlichkeit ist abha¨ngig von der Anfangsausstattung an Kapi-
talstock k0 des Haushalts.
Um die stochastische Verhaltensgleichung, welche den Kapitalstockprozess







fixiert. Weiters werden die perso¨nlichen Fa¨higkeiten
α auf 1 fixiert und die Fixkosten E auf den Wert 7.8 festgelegt. Somit werden
die Fixkosten E so gewa¨hlt, dass ein großes und ein kleines stabiles θ-Gleich-
gewicht sowie ein instabiles θ-Gleichgewicht existiert.
Der Schockprozess (θt)t∈N0 ist eine Folge von nicht-negativen Zufallsvaria-
blen, wie bereits in (A4) beschrieben. Die Simulation erfolgt einmal mit dem
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Auf den Abbildungen 54 und 57 findet sich auf der x-Achse jeweils die An-
fangskapitalausstattung k0, auf der y-Achse die dazugeho¨rige Wahrschein-
lichkeit unter das instabile θ-Gleichgewicht zu fallen. Aus diesen beiden Ab-
bildungen la¨sst sich erkennen, dass die Wahrscheinlichkeit unter das instabile
θ-Gleichgewicht zu fallen mit dem Anstieg (k0 ↑) des Anfangskapitalstocks
sinkt. D.h. je mehr Kapitalstock dem Haushalt zur Verfu¨gung steht, desto
geringer ist die Wahrscheinlichkeit, dass er sich in Richtung Armut entwickelt.
Die Abbildung 54 (57) zeigt fu¨r den Schockprozess, welcher durch A4 mit













∥∥ k0)) : k0 ∈ R+}.
Die Abbildungen 55 und 59 zeigen jeweils einen simulierten Kapitalstockpfad
(eine Realisation des Kapitalstockprozesses), welcher einen Anfangskapital-
stock besitzt, der kleiner ist als das instabile θ-Gleichgewicht. Die Abbildun-
gen 56 und 58 hingegen zeigen einen Kapitalstockpfad, dessen Anfangskapi-
talstock gro¨ßer ist als das instabile θ-Gleichgewicht. Man beachte, dass beim
zweiten Abbildungspaar der jeweilige Kapitalstockpfad nicht in die Armut
fu¨hrt.
6.2 Modellsimulation mit i.i.d. Schocks und Produkti-
onsfunktion vom Typ 2
Mit Hilfe der nun folgenden Simulation gehen wir der Frage nach, wie hoch die
Wahrscheinlichkeit dafu¨r ist, dass der Kapitalstock kt eines Haushalts nach
100 Perioden unterhalb eines kritischenWertes liegt. Als kritischer Wert dient
hier das instabile θ-Gleichgewicht. Es wird also die folgende Wahrscheinlich-





∥∥ k0) fu¨r k0 ∈ R+
Diese Wahrscheinlichkeit ist abha¨ngig von der Anfangsausstattung an Kapi-
talstock k0 des Haushalts.
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, ρ = 0
und E = 7.8
Abbildung 55: Der Startwert ist 19 und die Parameter sind γL = 0.25, γH =




, ρ = 0 und E = 7.8.
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Abbildung 56: Der Startwert ist 101 und die Parameter sind γL = 0.25,





, ρ = 0 und E = 7.8.





, ρ = 0
und E = 7.8
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Abbildung 58: Der Startwert ist 34 und die Parameter sind γL = 0.25, γH =




, ρ = 0 und E = 7.8.
Abbildung 59: Der Startwert ist 32 und die Parameter sind γL = 0.25, γH =




, ρ = 0 und E = 7.8.
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ρ = 0 und E = 13.57
Abbildung 61: Der Startwert ist 4 und die Parameter sind γ = 0.25, A = 1,




, ρ = 0 und E = 13.57.
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Abbildung 62: Der Startwert ist 5 und die Parameter sind γ = 0.25, A = 1,




, ρ = 0 und E = 13.57.





ρ = 0 und E = 13.57
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Abbildung 64: Der Startwert ist 5 und die Parameter sind γ = 0.25, A = 1,




, ρ = 0 und E = 13.57.
Abbildung 65: Der Startwert ist 20 und die Parameter sind γ = 0.25, A = 1,




, ρ = 0 und E = 13.57.
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Um die Politikfunktion des Haushalts numerisch zu berechnen werden die
Parameter γ A und B auf γ = 1
4
, A = 1 und B = 10 fixiert. Weiters werden
die perso¨nlichen Fa¨higkeiten α auf 1 fixiert und die Fixkosten E auf den Wert
13.57 festgelegt. Die Fixkosten E werden so gewa¨hlt, dass ein großes und ein
kleines stabiles θ-Gleichgewicht sowie ein instabiles θ-Gleichgewicht existiert.
Der Schockprozess (θt)t∈N0 ist eine Folge von nicht-negativen Zufallsvaria-
blen, wie bereits in (A4) beschrieben. Die Simulation erfolgt einmal mit dem










Auf den Abbildungen 60 und 63 findet sich auf der x-Achse jeweils die An-
fangskapitalausstattung k0, auf der y-Achse die dazugeho¨rige Wahrschein-
lichkeit unter das instabile θ-Gleichgewicht zu fallen. Aus diesen beiden Ab-
bildungen la¨sst sich erkennen, dass im stochastischen Modell M2 mit i.i.d.
Schocks die Wahrscheinlichkeit unter das instabile θ-Gleichgewicht zu fallen
mit dem Anstieg des Anfangskapitalstocks k0 ↑ sinkt. Auch hier bedeutet
dies: Je mehr Kapitalstock dem Haushalt zur Verfu¨gung steht, desto gerin-
ger ist die Wahrscheinlichkeit, dass er sich in Richtung Armut entwickelt.
Die Abbildungen 61 und 64 zeigen jeweils einen simulierten Kapitalstock-
pfad, welcher einen Anfangskapitalstock besitzt, der kleiner ist als das in-
stabile θ-Gleichgewicht. Die Abbildungen 62 und 65 hingegen zeigen einen
Kapitalstockpfad, dessen Anfangskapitalstock gro¨ßer ist als das instabile θ-
Gleichgewicht.
7 Ergebnisse I
In diesem Kapitel werden die Resultate aus den Kapiteln 6 und 5 zusammen-
gefasst.
7.1 Das deterministische dynamische Modell M1 ver-
sus dem deterministischen dynamischen ModellM2
Qualitativ betrachtet unterscheidet sich das Konsumverhalten (Investitions-
verhalten) des Haushalts im Modell M1 nicht von jenem im Modell M2 (je-
weils unter der Annahme: θt ≡ 1∀tP-f.s.).
103
Die beiden Bifurkationsskizzen (Abbildung 66 und 67) auf Seite 106 fassen
die numerischen Berechnungen der beiden Modelle M1 und M2 unter der
Annahme (A1) zusammen.
Die Gleichgewichtskorrespondenz EQ(.) kann in drei stetige Funktionen un-
terteilt werden: Die Funktion EQ(.) steht fu¨r die kleinen stabilen Gleich-
gewichte, die Funktion EQ repra¨sentiert die großen stabilen Gleichgewichte
und EQ(.) die instabilen Gleichgewichte.
Auf den Bifurkationsdiagrammen 66 und 67 werden jeweils auf der x-Achse
die Fixkosten E aufgetragen, auf der y-Achse die Gleichgewichte (Kapital-
stock kt). Weiters ist eine doppelte Linie zu erkennen, die die Grenze zwischen
einem armen Haushalt und einem nicht-armen Haushalt darstellt. D.h. jeder
Punkt unterhalb dieser Linie repra¨sentiert eine Kombination aus Kapital-
stock kt und Fixkosten E, in welcher der Haushalt die weniger entwickelte
Technologie bevorzugt. Oberhalb der Linie pra¨feriert er die ho¨her entwickel-
te Technologie. Die dicken Linien stellen die stabilen Gleichgewichtsfunktio-
nen EQ(E,α) und EQ(E,α) dar. Die einfache Linie steht fu¨r die instabilen
Gleichgewichte EQ(E,α). Aus den Abbildungen la¨sst sich klar erkennen,
dass die Korrespondenz EQ(E,α) einen, zwei oder drei Werte in R+ an-
nimmt. Man beachte, dass die beiden deterministischen Modelle (M1 und
M2) jeweils eine turning point bifurkation aufweisen, vergleiche dazu Yuri A.
Kunetsov [11].
Die Sattelpunkte sind in den Skizzen (Abbildung 66 und 67) mit einem Kreis
gekennzeichnet. Seien E∗1(1) ∈ R+ × R+ und E∗2(2) ∈ R+ × R+ zwei Sattel-
punkte des deterministischen ModellsM1 beziehungsweiseM2, so entwickelt
sich ein Haushalt mit einer Produktionsfunktion vom Typ 1 oder 2 mit Fix-
kosten
E ∈ R+ : E < E∗1(1)
immer in Richtung des großen stabilen Gleichgewichtes EQ(E,α) und zwar
unabha¨ngig von der Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+ und an perso¨n-
lichen Fa¨higkeiten α ∈ [1, 2]. In diesem Fall existiert keine Armutsfalle.
Verfu¨gt der Haushalt jedoch u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1 oder 2
mit Fixkosten
E ∈ R+ : E > E∗2(2)
so entwickelt er sich immer zum kleinen stabilen Gleichgewicht EQ(E,α) und
zwar wieder unabha¨ngig von der Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+ und
an perso¨nlichen Fa¨higkeiten α ∈ [1, 2]. In diesem Fall existiert nur die Ar-
mutsfalle.
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Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1 oder 2, mit
Fixkosten E, die kleiner oder gleich sind als E∗2(2) jedoch gro¨ßer oder gleich
als E∗1(1) d.h. E
∗
1(1) ≤ E ≤ E∗2(2), so bestimmt die Anfangsausstattung k0
und α seine mo¨gliche Entwicklung.





(E, k) ∈ R2+ : 0 ≤ k ≤ EQ(E,α), fL(α, k) ≤ fH(α, k)
}
.
Besitzt ein Haushalt eine Anfangsaustattung (k0, α) ∈ R+× [1, 2] fu¨r die gilt
(k0, α) ∈M(α), so ist dieser Haushalt im Zeitpunkt t = 0 nicht-arm, aber sei-
ne zuku¨nftige Entwicklung bewegt sich in Richtung Armut d.h. kt ↓ EQ(E,α)
(kleines stabiles Gleichgewicht). Ein Haushalt dieser Form la¨sst sich als ein
wirtschaftlicher Absteiger beschreiben.





(E, k) ∈ R2+ : k ≥ EQ(E,α), fL(α, k) ≥ fH(α, k)
}
.
Befindet sich ein Haushalt hingegen an einem Punkt unterhalb der Armuts-
grenze aber oberhalb der Funktion der instabilen Gleichgewichte EQ(.) d.h.
(k0, α) ∈ D(α), so gilt der Haushalt zwar als arm, wird sich aber hin zum
großen stabilen Gleichgewicht entwickeln d.h. kt ↑ EQ(E,α). Einen Haus-
halt dieser Form kann man sodann als wirtschaftlichen Aufsteiger bezeichnen.
Die Abbildung 67 zeigt den Einfluss der perso¨nlichen Fa¨higkeiten α auf die
Gleichgewichtskorrespondenz, diese wird nach rechts verschoben, wenn die
perso¨nlichen Fa¨higkeiten α ↑ steigen.
7.2 Das stochastische dynamische Modell M1 versus
dem stochastischen dynamischen Modell M2
Die Haushalte in den stochastischen ModellenM1 undM2 unterscheiden sich
hinsichtlich ihres Konsumverhaltens qualitativ nicht.
Die beiden Bifurkationsskizzen (Abbildung 68 und 69) auf Seite 109 fassen
die numerischen Berechnungen der beiden stochastischen Modelle M1 und













Abbildung 66: Die Abbildung zeigt eine Skizze der Gleichgewichskorrespon-












Abbildung 67: Die Abbildung zeigt eine Skizze der Gleichgewichskorrespon-
denz EQ(E,α) auf R+×[1, 2] fu¨r die ModelleM1 undM2 unter der Annahme
(A1).
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Die θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(.) kann in drei stetige Funktionen
unterteilt werden: Die Funktion θEQ(.) steht fu¨r die kleinen stabilen θ-
Gleichgewichte, die Funktion θEQ repra¨sentiert die großen stabilen θ-Gleich-
gewichte und θEQ(.) die instabilen θ-Gleichgewichte.
Auf den beiden Bifurkationsdiagramme 68 und 69 werden jeweils auf der x-
Achse die Fixkosten E aufgetragen, auf der y-Achse die Gleichgewichte (Ka-
pitalstock kt). Weiters ist eine doppelte Linien zu erkennen, die die Grenze
zwischen einem armen Haushalt und einem nicht-armen Haushalt darstellt.
D.h. jeder Punkt unterhalb dieser Linie repra¨sentiert eine Kombination aus
Kapitalstock kt und Fixkosten E, in welcher der Haushalt die weniger ent-
wickelte Technologie bevorzugt. Oberhalb der Linie pra¨feriert der Haushalt
die ho¨her entwickelte Technologie. Die dicken Linien stellen die stabilen θ-
Gleichgewichtsfunktionen dar. Die einfache Linie steht fu¨r die instabilen θ-
Gleichgewichte. Aus den beiden Abbildungen la¨sst sich klar erkennen, dass
die Korrespondenz EQθ(E,α) wieder nur einen, zwei oder drei Werte in R+
annimmt. Es gilt festzuhalten, dass auch die stochastischen ModelleM1 und
M2 eine turning point bifurkation aufweisen.
Die θ-Sattelpunkte sind in den Skizzen (Abbildung 68 und 69) mit einem
Kreis gekennzeichnet. Seien E∗1(1) ∈ R+ × R+ und E∗2(2) ∈ R+ × R+ zwei
Sattelpunkte des stochastischen Modells M1 beziehungsweise M2, so entwi-
ckelt sich ein Haushalt mit einer Produktionsfunktion vom Typ 1 oder 2 mit
Fixkosten
E ∈ R+ : E < E∗1(1)
immer in Richtung des großen stabilen θ-Gleichgewichtes, vorausgesetzt es
tritt kein negativer Schock auf. Dies passiert wieder unabha¨ngig von der
Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+ und an perso¨nlichen Fa¨higkeiten
α ∈ [1, 2]. In diesem Fall existiert keine Armutsfalle. Verfu¨gt der Haushalt
jedoch u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1 oder 2 mit Fixkosten
E ∈ R+ : E > E∗2(2)
so entwickelt er sich immer zum kleinen stabilen θ-Gleichgewicht und zwar
wieder unabha¨ngig von der Anfangsausstattung an Kapital k0 ∈ R+ und an
perso¨nlichen Fa¨higkeiten α ∈ [1, 2]. In diesem Fall existiert nur die Armuts-
falle.
Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1 oder 2, mit
Fixkosten E, die kleiner oder gleich sind als E∗2(2) jedoch gro¨ßer oder gleich
als E∗1(1) d.h. E
∗
1(1) ≤ E ≤ E∗2(2), so bestimmt der Schockprozess (θt)t∈N0 ,
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die Anfangsausstattung k0 und α seinen Entwicklungspfad.





(E, k) ∈ R2+ : 0 ≤ k ≤ θEQ(E,α), fL(α, k) ≤ fH(α, k)
}
.
Besitzt ein Haushalt eine Anfangsaustattung (k0, α) ∈ R+× [1, 2] fu¨r die gilt
(kt, α) ∈ M(α), so ist dieser Haushalt im Zeitpunkt t = 0 nicht-arm, aber
seine zuku¨nftige Entwicklung bewegt sich in Richtung Armut. Ein Haushalt
dieser Form la¨sst sich als ein wirtschaftlicher Absteiger beschreiben.





(E, k) ∈ R2+ : k ≥ θEQ(E,α), fL(α, k) ≥ fH(α, k)
}
.
Befindet sich ein Haushalt hingegen an einem Punkt unterhalb der Armuts-
grenze aber oberhalb der Funktion der instabilen θ-Gleichgewicht d.h. (kt, α) ∈
D(α), so gilt der Haushalt zwar als arm, wird sich aber hin zum großen sta-
bilen θ-Gleichgewicht entwickeln sofern kein negativer Schock stattfindet.
Hierbei kann man von einem mo¨glichen wirtschaftlichen Aufsteiger sprechen.
Die Abbildung 69 zeigt den Einfluss der perso¨nlichen Fa¨higkeiten α auf die
θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(E,α), diese wird nach rechts verscho-
ben, wenn die perso¨nlichen Fa¨higkeiten α ↑ steigen.
Zusammenfassend la¨sst sich u¨ber die Simulation der ModelleM1 undM2 un-
ter der Annahme (A4) festhalten: Je ho¨her der Anfangskapitalstock k0 eines
Haushalts, umso geringer die Wahrscheinlichkeit in eine etwaige Armutsfalle
zu geraten. Dies gilt fu¨r die beiden stochastischen dynamischen Modelle.
8 Modelle mit Versicherung
In dem nun folgenden Kapitel erweitern wir das allgemeine dynamische Mo-
dell um eine Versicherung. In der vorliegenden Arbeit verstehen wir unter
einer Versicherung immer einen Austausch von Geld jetzt gegen Geld, das
man unter bestimmten Bedingungen spa¨ter erha¨lt. Damit wird der Definition
von K. J. Arrow [3] gefolgt. Bezogen auf die Modelle in dieser Arbeit meint
man mit Versicherung also den Austausch eines sicheren Geldstroms heute,













Abbildung 68: Die Abbildung zeigt eine Skizze der θ-Gleichgewichtskorre-













Abbildung 69: Die Abbildung zeigt eine Skizze der θ-Gleichgewichtskorre-
spondenz EQθ(E,α) auf R+ × [1, 2] fu¨r die Modelle M1 und M2 unter der
Annahme (A4).
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Somit ko¨nnen wir weiter unten zwei unterschiedliche Modelle definieren: Das
stochastische dynamische Modell mit i.i.d. Schocks, Versicherung und Pro-
duktionsfunktion vom Typ 1 - bezeichnet mit Mv1 - sowie das stochastische
dynamische Modell mit i.i.d. Schocks, Versicherung und Produktionsfunkti-
on vom Typ 2, welches mit Mv2 bezeichnet wird.
Als Basis dienen hier folgende Werke: P. Zweifel und R. Eisen [21] und I.
Macho-Stadler D. Pe´rez-Castrillo [13].
8.1 Das allgemeine dynamische Modell mit Versiche-
rung
Hier fu¨hren wir die Mo¨glichkeit einer Versicherung (et, at)t∈N0 ein. Die Versi-
cherungspra¨mie wird mit at bezeichnet und die Versicherungsleistung mit et.
Weiters ist et ≥ 0 eine stochastische Einzahlung und at ≥ 0 eine determinis-
tische Auszahlung. Die Zahlung at erfolgt zu Beginn, die Zahlung et am Ende
des Zeitpunktes t. Der Versicherungsvertrag (40) schu¨tzt einen Teil des Kapi-
talstocks ρ ∈ [0, 1] vollsta¨ndig. Der Parameter ρ wird auch als Deckungsgrad
beziehungsweise 1− ρ als Selbstbeteiligungsquote bezeichnet. Die Konstante
ν ≥ 0 steht fu¨r einen mo¨glichen Versicherungspra¨mienaufschlag.
et+1 = ρ · (1− θt+1) · [ijt + (1− δ)kjt] (40a)
at = (1 + ν) · ρ ·E[1− θt+1] · [ijt + (1− δ)kjt] (40b)
e0 = 0 (40c)
ρ ∈ [0, 1] (40d)
Das allgemeine dynamische Modell mit Produktionsfunktion vom Typ 1 er-
weitert sich zu Mv1.
Mv1 =
{{




(αj, kj0) : j ∈ J
}
, (θt)t∈N0 , (et, at)t∈N0 , f(α, k)
}
mit f(α, k) = max
{
αkγL , αkγH − E}








(αj, kj0) : j ∈ J
}
, (θt)t∈N0 , (et, at)t∈N0 , f(α, k)
}
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mit f(α, k) = max
{
αAkγ, αBkγ − E}
Das Modell Mv1 (M
v
2) heißt allgemeines dynamisches Modell mit Versiche-
rung und Produktionsfunktion vom Typ 1 (Typ 2).
An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass sich auch in den Modellen Mv1
und Mv2 alle Haushalte j ∈ J = {1, . . . , N} in einer Spielsituation gegen
die Natur befinden, somit hat die jeweilige Entscheidung eines beliebigen
Haushalts j nur Auswirkungen auf die eigene Wohlfahrt. Es genu¨gt daher
wieder, das Verhalten und die o¨konomische Entwicklung (die Entwicklung des
Kapitalstocks) des typischen Haushalts (wie oben definiert) zu analysieren.
Zur Erinnerung: Diese typische Haushalt ist mit perso¨nlichen Fa¨higkeiten α
und zu Beginn mit einem nicht-negativen Kapitalstock k0 ∈ R+ ausgestattet.
Seine perso¨nlichen Fa¨higkeiten α sind gro¨ßer oder gleich 1 aber kleiner oder
gleich 2. Des Weiteren besitzt unser Haushalt eine beliebige Nutzenfunktion
u(.) von der obigen Art12. Aufgrund dieser Bemerkungen kann auch hier
wieder auf den Haushaltsindex j verzichtet werden.
Bemerkung: Ist der Wert ρ = 1 (Deckungsgrad), so spricht man von einer
Vollversicherung. Tritt dieser Fall ein, so wu¨rde das Modell Mv1 (M
v
2) zu ei-
nem deterministischen dynamischen Modell werden.
Das allgemeine dynamische Modell wird somit um die Versicherung (40) er-
weitert. Der Kapitalstock kt bildet sich nun nach der folgenden Regel:
kt+1 = θt+1 [it + (1− δ)kt] + et+1 ∀t ∈ N0
In die obige Gleichung wird die Versicherungsleistung et+1 von (40) einge-


















Dann kann man die stochastische Bildungsregel des Kapitalstocks auch fol-
gendermaßen anschreiben:
kt+1 = θ˜t+1 [it + (1− δ)kt] ∀t ∈ N0
12







Die Budgetgleichung (9) erweitert sich zu:
ct + it + at = f(α, kt) ∀t ∈ N0
Durch das Einsetzen von (40) kommt man zur folgenden Gleichung:
ct + it + (1 + ν) · ρ ·E[1− θt+1] · [it + (1− δ)kt] = f(α, kt) ∀t ∈ N0
Sei Zt : t ∈ N eine Folge und definiert durch Zt def= (1 + ν) · ρ · E[1 − θt].
Man beachte, dass die Konstante Zt fu¨r die Versicherungspra¨mie pro Kapi-
talstockeinheit zum Zeitpunkt t steht.
Dann kann man die Budgetgleichung auch folgendermaßen anschreiben:
ct + it + Zt+1 [it + (1− δ)kt] = f(α, kt) ∀t ∈ N0 (41)
Somit wa¨hlt der Haushalt den Konsumplan (c?t )t∈N0 im allgemeinen dynami-
schen Modell mit Versicherung (et, at)t∈N0 . Wobei ct ≥ 0 fu¨r alle t ∈ N0.
∥∥∥∥∥∥∥∥∥





ct = f(α, kt)− it − Zt+1 [it + (1− δ)kt] ∀t ∈ N0
kt+1 = θ˜t+1 [it + (1− δ)kt] ∈ R+ ∀t ∈ N0
k0 ∈ R+ fix und β ∈ (0, 1)
Dieses Maximierungsproblem la¨sst sich ebenfalls als ein stochastisches dis-







kt+1 = θ˜t+1 · 11+Zt+1
[
f(α, kt)− ct + (1− δ)kt
]
∀t ∈ N0
ct ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0
k0 ∈ R+ fix
(42)
Die zula¨ssige Aktionskorrespondenz hat die Form
Φ(s)
def
= {c : 0 ≤ c ≤ f(α, s) + (1− δ)s}
Der Kapitalstock kt ist die Zustandsvariable und der Konsum ct die Kon-
trollvariable.
Man beachte, dass aus der Budgetgleichung (41) Unteres folgt.
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f(α, kt)− ct + (1− δ)kt
]
∀t ∈ N0
Sei (κt)t∈N eine Folge von nicht-negativen Variablen, die definiert sind durch
κt+1
def
= f(α, kt)− ct + (1− δ)kt ∀t ≥ 0.
Die nicht-negative Variable κt entspricht dem Kapitalstock vor Schock inklu-
sive der Versicherungspra¨mie zum Zeitpunkt t.














· θt ∀t ∈ N0
Somit kann man das stochastische diskontierte dynamische Programm von










f(α, kt)− κt+1 + (1− δ)kt
)]
kt+1 = χt+1 · κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0






κ ∈ R+ : 0 ≤ κ ≤ f(α, s) + (1− δ)s
}
fu¨r alle s ∈ R+. Man
beachte, dass jetzt kt die Zustandsvariable ist und κt+1 die Kontrollvariable.
Der Kapitalstockprozess13 (kt)t∈N0 hat die folgende Form:
kt+1 = χt+1 · κt+1 = χt+1 · φ(kt) ∀t ∈ N0
Die Funktion φ(k) ∈ Φ(k) heißt Politikfunktion. Sei ψ eine Funktion von R+
nach R+, die durch
ψ(k)
def
= f(α, k)− φ(k) + (1− δ)k (k ∈ R+)
13Man beachte, dass es sich bei einem Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 um einen Stochas-
tischen Prozess handelt.
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definiert ist. Man beachte, dass die Funktion ψ(k) ∈ Φ(k)∀k die Politik-
funktion des stochastischen diskontierten dynamischen Programms (42) ist.






definiert ist. Somit erha¨lt man die nachfolgende alternative Rekursion fu¨r
den Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 mit i.i.d. Schocks (θt)t∈N0 :
kt+1 = θ˜t+1 · φ˜(kt) ∀t ∈ N0
Der Funktionswert φ˜(kt) entspricht dem Kapitalstock vor Schock (exklusive
der Versicherungspra¨mie) zum Zeitpunkt t.
Den Konsumprozess (ct)t∈N0 erha¨lt man durch die folgende Gleichung:
ct ≡ f(α, kt)− φ(kt) + (1− δ)kt
Der Konsumprozess ct = max{αkγLt , αkγHt − E} − φ(kt) + (1 − δ)kt : t ∈ N0
entspricht dem Konsumverhalten des Haushalts im Modell Mv1, wenn der
Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 die Lo¨sung des stochastischen diskontierten dy-
namischen Programms (43) mit der zula¨ssigen Aktionskorrespondenz (20) ist.
Das Konsumverhalten (Konsumprozess) des Haushalts im Modell Mv2 hat
die Form ct = max{αAkγt , αBkγt − E} − φ(kt) + (1 − δ)kt : t ∈ N0. Man
beachte, dass in diesem Fall der Kapitalstockprozess (kt)t∈N0 die Lo¨sung des
stochastischen diskontierten dynamischen Programms (43) mit der zula¨ssigen
Aktionskorrespondenz (21) ist.
Satz 5. Seien 0 < γL < γH < 1, 0 < δ < 1 und 1 ≤ α ≤ 2 vier Konstanten.
Weiters sei E ∈ R+ eine nicht-negative Konstante. Dann gilt die folgende
Behauptung: Fu¨r das Maximierungsproblem (43) mit der Produktionsfunktion
vom Typ 1 existiert eine Funktion V (s), welche die Gleichung (28) erfu¨llt.
Beweis. Der Beweis folgt aus dem Beweis von Satz 3. Qed
Satz 6. Seien 0 < γ < 1, 0 < δ < 1 und 1 ≤ α ≤ 2 drei Konstanten.
Weiters sei E ∈ R+ eine nicht-negative Konstante. Dann gilt die folgende
Behauptung: Fu¨r das Maximierungsproblem (43) mit der Produktionsfunktion
vom Typ 2 existiert eine Funktion V (s), welche die Gleichung (28) erfu¨llt.
Beweis. Der Beweis folgt aus dem Beweis von Satz 4. Qed
Man beachte, dass das Verhalten (Entscheidungsproblem) eines Haushalts
im allgemeine dynamische Modell mit Versicherung dem entspricht im allge-
meinen dynamischen Modell mit Schockprozess (χt)t∈N0 .
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8.2 Das stochastische dynamische Modell mit i.i.d. Schocks
Fu¨r das stochastische dynamische Modell mit i.i.d. Schocks und Versicherung
(et, at)t∈N0 werden die zusa¨tzlichen Annahmen (A2) und (A3) getroffen. Sei
(θt)t∈N0 (Schockprozess) eine Folge von i.i.d. Zufallsvariablen. Fu¨r die gilt:
θt ∈ Θ =
{
0 < ϑl ≤ 1 : l = 1, . . . , L
}
P-f.s. ∀t ∈ N0









f(α, kt)− κt+1 + (1− δ)kt
)]
kt+1 = χt · κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0










κ ∈ R+ : 0 ≤ κ ≤ f(α, s) + (1− δ)s
}
.
Man beachte, dass auch hier kt die Zustandsvariable ist und κt+1 die Kon-
trollvariable. Weiters gilt es festzuhalten, dass das stochastische diskontierte
dynamische Programm das Konsumverhalten (Sparverhalten) des Haushalts
bestimmt.
9 Numerische Lo¨sung der Modelle II
In diesem Kapitel wird das stochastische diskontierte dynamische Programm
(45) einmal mit der zula¨ssigen Aktionskorrespondenz (20) und einmal mit
der zula¨ssigen Aktionskorrespondenz (21) numerisch berechnet. Zur nume-
rischen Berechnung wird auch hier eine logarithmische Nutzenfunktion ver-
wendet, diese erfu¨llt die Eigenschaft (7). Weiters sei β = 9
10
und δ = 1
10
.
Somit vereinfacht sich das stochastische diskontierte dynamische Programm
(44) zum stochastischen diskontierten dynamischen Programm (45) mit der








)t ·E[ln(f(α, kt)− κt+1 + 910kt)]
kt+1 = χt+1 · κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0





κ ∈ R+ : 0 ≤ κ ≤ f(α, s)+ 910s
}
fu¨r alle s ∈ R+. Man beachte,
dass kt die Zustandsvariable ist und κt+1 die Kontrollvariable. Weiters wird
die zusa¨tzliche Annahme (A4) getroffen. D.h. der Schockprozess (θt)t∈N0 sei











= pk(1− p)3−k k = 0, . . . , 3 ∀t.
Bei X handelt es sich um eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Pa-
rametern 3 und p.
In diesem Teil der Arbeit gehen wir der Fragestellung nach: Welchen Ein-
fluss hat die Vera¨nderung der exogenen Variable ρ (Deckungsgrad) auf die
Gleichgewichte der Modelle Mv1 beziehungsweise M
v
2?
Auf der Abbildung 70 kann man die Vera¨nderung der mo¨glichen Zusta¨nde
der Zufallsvariable χ(ρ) in Abha¨ngigkeit der exogenen Variable ρ erkennen.
Wenn nun die Selbstbeteiligungsquote 1 − ρ den Wert 0 annimmt, so han-
delt es sich bei χ um eine Konstante (degenerierte Zufallsvariable) und nicht
mehr um eine Zufallsvariable im engeren Sinn. Dies ist aus der Abbildung 70
ersichtlich. Man beachte, dass es sich in diesem Fall um ein deterministisches
dynamisches Modell handelt.
Auf der Abbildung 71 ist die folgende Eigenschaft zu erkennen:
ν1 < ν2 ⇒ χ(ν2) < χ(ν1) < 0 P-f.s.
D.h. steigt der Versicherungspra¨mienaufschlag (ν ↑), so sinken alle mo¨glichen
(nicht-negativen) Ereignisse d.h. χ(ν) ↓ 0.
9.1 Value Function Iteration mit stochastischen Pro-
grammen
Die nachfolgenden stochastischen Optimierungsprobleme (46) und (48) wer-
den mit dem Wertfunktions Iterations Algorithmus numerisch berechnet. Sei
k die Zustandsvariable und κ die Kontrollvariable. In diesem Kapitel dient
der Vektor v0(k) als Startwert.
Im stochastischen dynamischen Modell mit i.i.d. Schocks gelten die beiden
Annahmen (A2) und (A3) d.h.
χt ∈ X = { ρ1+Zt +
1−ρ
1+Zt
· ϑ : ϑ ∈ Θ} P-f.s. ∀t
116
Abbildung 70: Die Abbildung zeigt die vier Funktionen ρϑ 7→ ρ1+Z + 1−ρ1+Z · ϑ
mit Z = (1 + ν) · ρ ·E[1− θ] sowie den Parametern ν = 0.1 und ϑ ∈ Θ.
Abbildung 71: Die Abbildung zeigt die vier Funktionen νϑ 7→ ρ1+Z(ν)+ 1−ρ1+Z(ν) ·ϑ
mit Z(ν) = (1 + ν) · ρ ·E[1− θ] sowie den Parametern ρ = 0.4 und ϑ ∈ Θ.
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Abbildung 72: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (46) mit den Para-






Abbildung 73: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (48) mit den Para-






Θ = {ϑ1, . . . , ϑL}
Das stochastische diskontierte dynamische Programm (48) la¨sst sich mit Hilfe

















fu¨r j = 0, . . . , T








als Startwert ein. Die diskre-
tisierte zula¨ssige Aktionskorrespondenz Γ(.) auf R+ hat die folgende Form:
Γ(k) =
{
x ∈ G : 0 ≤ x ≤ max{αAkγ, αBkγ − E}+ (1− δ)k}
Weiters ist G =
{






, . . . , n
n
}}
mit g ∈ R+ und n ∈ N.
Die Abbildung (72) zeigt das Konvergenzverhalten der Wertfunktion des sto-
chastischen diskontierten dynamischen Programms (46) mit den Parametern





nach 10, 20, 30 und
maximal 400 Schritten. Auf der Abbildung ist zu erkennen, dass die Wert-
funktion monoton konvergiert.
Analog la¨sst sich das stochastische diskontierte dynamische Programm (34)

















fu¨r j = 0, . . . , T









sierte Korrespondenz Γ(.) auf R+ hat die folgende Form:
Γ(k) =
{
x ∈ G : 0 ≤ x ≤ max{αAkγ, αBkγ − E}+ (1− δ)k}
Die Abbildung (73) zeigt das Konvergenzverhalten der Wertfunktion des sto-
chastischen diskontierten dynamischen Programms (48) mit den Parametern




nach 10, 20, 30 und
maximal 400 Schritten. Auch auf dieser Abbildung ist zu erkennen, dass die
Wertfunktion monoton konvergiert.
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9.2 Das stochastische dynamische Modell Mv1 mit i.i.d.
Schocks und Produktionsfunktion vom Typ 1
Das Verhalten des Haushalts im stochastischen dynamischen ModellMv1 mit
Produktionsfunktion vom Typ 1 unter der Annahme (A4) soll hier nun nu-
merisch berechnet werden. Es soll also die folgende stochastische Verhaltens-
gleichung des Haushalts numerisch berechnet werden:
kt+1 = χt+1(ρ) · φ(kt) ∀t
Dazu gilt es, das stochastische diskontierte dynamische Programm (46) zu
lo¨sen. Die Zufallsvariable χ(ρ) unter Annahme (A4) ist in der Abbildung 70
dargestellt. Das stochastische diskontierte dynamische Programm (46) des
stochastischen dynamischen Modells mit der Produktionsfunktion vom Typ 1










)t ·E[ln(max{αkγLt , αkγHt − E} − κt+1 + 910kt)]
kt+1 = χt+1 · κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0




κ ∈ R+ : 0 ≤ κ ≤ max{αsγL , αsγH − E} + 910s
}
fu¨r al-
le s ∈ R+. Im Folgenden wird das stochastische diskontierte dynamische
Programm (46) unter der Annahme (A4) numerisch berechnet. Man erha¨lt
dadurch die Politikfunktion φ(.) und untersucht mit deren Hilfe das jeweilige
Modell auf θ-Gleichgewichte.
Unter einem θ-Gleichgewicht versteht man in diesem Modell immer einen
Kapitalstock kτ fu¨r den gilt:
θτ+1 = 1⇒ kτ+1 = 11+Zτ+1 · φ(kτ ) = kτ
Anders formuliert:
θτ+1 = 1⇒ kτ+1 = φ˜(kτ ) = kτ
Ein gilt festzuhalten, dass ein θ-Gleichgewicht des ModellsMv1 unter der An-
nahme (A4) ein Fixpunkt der Funktion φ˜(k) ist.
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Das Konsumverhalten des Haushalts erha¨lt man durch die Verhaltensglei-
chung
ct = ψ(kt) ∀t
mit der Politikfunktion
ψ(kt) = f(α, kt) + (1− δ)kt − φ(kt) ∀t,





− (1− δ)kt ∀t
beziehungsweise
it = φ˜(kt)− (1− δ)kt ∀t
beschreiben la¨sst. Man beachte, dass Konsum und Investition zueinander in
Beziehung stehen (Budgetgleichung), d.h.
ct + at + it ≡ f(α, kt)
Somit gilt: Die Auszahlung fu¨r die Versicherungspra¨mie betra¨gt
at = φ(kt)− φ(kt)
1 + Z0
∀t.
Sei c eine Funktion, die auf
{








definiert ist. Man beachte, dass der Funktionswert c(k) Konsumquote heißt.









Der Funktionswert s(k) heißt Sparquote. Dividiert man beide Seiten der Bud-
getgleichnung durch das Einkommen f(α, kt) zum Zeitpunkt t dann erha¨lt














+ s(k) = 1 (a ∈ R+) ∀k > 0.
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Um das Konsumverhalten und Investitionsverhalten eines Haushalts zu ana-
lysieren, reicht es somit die Funktionen c(k) und s(k) zu betrachten.
Um auch das stochastische diskontierte dynamische Programm (46) berech-
nen zu ko¨nnen gilt: Unter der Annahme (A4) werden die Parameter γH , γL,











Die Abbildungen 74 und 75 zeigen die jeweilige Funktion c(k) (Konsumquote
in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock) falls die exogene Variable ρ (Deckungs-
grad) auf ρ = 0 (keine Versicherung) beziehungsweise ρ = 1 (Vollversiche-
rung) fixiert ist.
Sowohl auf der Abbildung 74 als auch auf der Abbildung 75 bildet die strich-
lierte Linie gemeinsam mit der x-Achse ein Band. Innerhalb dieses Ban-
des konsumiert der Haushalt immer nur einen Teil seines Einkommens, d.h.
ct ≤ f(α, kt). Oberhalb der strichlierten Linie konsumiert er mehr als er ein-
nimmt, d.h. er reduziert dadurch sein Vermo¨gen.
Vergleicht man die Konsumquote (in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock) der
beiden Abbildungen (74 und 75) so kann man Folgendes festhalten: Beide
Funktionen beginnen innerhalb des Bandes und steigen dann bis zu ihrem
Maximum, welches außerhalb des Bandes liegt, an. Ungefa¨hr bei diesem Ma-
ximum tauscht der Haushalt die Technologie fL (die Technologie eines ar-
men Haushalts) gegen die Technologie fH (die Technologie eines nicht-armen
Haushalts). Schließlich fa¨llt die jeweilige Funktion (Konsumquote) wieder un-
terhalb des Bandes und steigt dann langsam an.
Auf der Abbildung 76 ist die zu Abbildung 74 geho¨rige Funktion s(k) =
1 − c(k) zu sehen. Weiters bilden zwei strichlierte Linien ein Band, inner-
halb dessen der Haushalt nur einen Teil seines Einkommens investiert, d.h.
it ≤ f(α, kt). Unterhalb des Bandes entspart sich der Haushalt. Die punktier-
te Linie steht fu¨r die Abschreibung δkt geteilt durch das Einkommen f(α, kt).
Bei den Schnittpunkten der Abschreibung mit der Funktion s(k) (Sparquote)
handelt es sich um die Fixpunkte der Politikfunktion φ(k).






zu sehen. Die zwei a¨ußeren strichlierten Linien bilden auch hier ein Band, in-
nerhalb dessen der Haushalt wieder nur einen Teil seines Einkommens konsu-
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miert beziehungsweise investiert. Die strichlierte Linie in der Mitte beschreibt
die Versicherungspra¨mie geteilt durch das Einkommen. Bei den Schnittpunk-
ten der Abschreibung mit der Funktion s(k) (Sparquote) handelt es sich um
die Fixpunkte der Politikfunktion φ˜(k).
Vergleicht man die beiden Abbildungen 76 und 77, so kann man wie folgt
feststellen: Der Haushalt ohne Versicherung neigt im Gegensatz zu einen
Haushalt mit Versicherung (Vollversicherung) zu ho¨heren Sparquoten. Dies
erkla¨rt sich dadurch, dass der Haushalt mit Versicherung neben der Investi-
tion auch noch die Versicherungspra¨mie tragen muss.
Die auf den Abbildungen 78 und 79 sichtbaren Linien stellen das Maxi-
mum, d.h. die maximale zula¨ssige Summe der diskontierten Erwartungsnut-
zen des stochastischen diskontierten dynamischen Programms (46) dar, dies
in Abha¨ngigkeit vom Anfangskapitalstock k0. Zur Berechnung der Wertfunk-
tion des Programms (46) werden drei unterschiedliche Werte fu¨r die exogene
Variable ρ (Deckungsgrad) verwendet: ρ = 0 (keine Versicherung), ρ = 0.5
(Teilversicherung) und ρ = 1 (Vollversicherung). Dadurch erha¨lt man auch
drei verschiedene Wertfunktionen.
Aus Abbildung 78 la¨sst sich erkennen, dass der Haushalt eine Vollversiche-
rung (ρ = 1) bevorzugt. An zweiter Stelle steht fu¨r ihn eine Teilversicherung
mit ρ = 50%. Keine Versicherung zu besitzen ist fu¨r den Haushalt am unat-
traktivsten. Anders ausgedru¨ckt:
Vollversicherung  Teilversicherung  Nicht-Versicherung
Man beachte, dass dies unabha¨ngig vom Anfangskapitalstock k0 gilt.
Die Abbildung 79 ist das Ergebnis einer Erho¨hung des Versicherungspra¨mien-
aufschlags von ν = 0.1 auf ν = 12. Auf dieser Abbildung la¨sst sich sodann
erkennen, dass sich die Pra¨ferenzen () des Haushalts zum genauen Gegen-
teil vera¨ndert haben: Der Haushalt zieht nun eine Nicht-Versicherung der
Teilversicherung vor. Zuletzt steht die Vollversicherung, d.h.
Nicht-Versicherung  Teilversicherung  Vollversicherung
Dies gilt wieder unabha¨ngig vom Anfangskapitalstock k0.
Gehen wir nun der Frage nach, ob in diesen θ-Gleichgewichten - jeweils fu¨r
sich betrachtet - entweder die ho¨here oder die niedrigere Technologie ver-
wendet wird. Nochmals zur Erinnerung: Die Verwendung einer niedrigeren
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Abbildung 74: Die Abbildung zeigt die Funktion c von (46) mit den Parame-






Abbildung 75: Die Abbildung zeigt die Funktion c von (46) mit den Parame-







Abbildung 76: Die Abbildung zeigt die Funktion s von (46) mit den Parame-






Abbildung 77: Die Abbildung zeigt die Funktion s von (46) mit den Parame-







Abbildung 78: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (46) mit den Para-






Abbildung 79: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (46) mit den Para-







Technologie steht fu¨r einen armen Haushalt, die Verwendung einer ho¨heren
Technologie hingegen fu¨r einen nicht-armen Haushalt.
In diesem Kapitel gehen wir weiters der Fragestellung nach: Welchen Ein-
fluss hat die Vera¨nderung der exogenen Variable ρ (Deckungsgrad) bezie-
hungsweise die die Vera¨nderung der Selbstbeteiligungsquote (1 − ρ) auf die
θ-Gleichgewichte des Modells Mv1?
Um auch das stochastische diskontierte dynamische Programm (46) berech-











Seien nun die Parameter ρ (Deckungsgrad) und E (Fixkosten)zwei exogene
Variablen und α fix. Die Korrespondenz EQθ heißt θ-Gleichgewichtskorre-





k ∈ R+ : k = 11+Z0 · φE,ρ(k)
}
definiert. Die Politikfunktion φE,ρ(.) entstammt dem jeweiligen stochasti-
schen diskontierten dynamischen Programm (46) mit gegebenem ρ, E und α.
Um diese θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(E, ρ) zu erhalten, berechnet
man die Politikfunktion des Problems (46) mit den Parametern γL = 0.25,
γH = 0.75 und α = 1 fu¨r verschiedene Werte von E sowie einen fixen Wert
fu¨r ρ. Aus den Ergebnissen erha¨lt man die Abbildungen 80 - 85 fu¨r verschie-
dene Werte von ρ : 0 ≤ ρ ≤ 1 (Deckungsgrad).
Auf den nun folgenden Abbildungen 80 - 85 finden sich auf der x-Achse die
Fixkosten E, auf der y-Achse die θ-Gleichgewichte (Kapitalstock kt). Wei-
ters sind mehrere Linien zu sehen, wobei die punktierte Linie die Grenze
zwischen einem armen Haushalt und einem nicht-armen Haushalt darstellt.
D.h. jeder Punkt unterhalb dieser Linie repra¨sentiert eine Kombination aus
Kapitalstock kt und Fixkosten E, in welcher der Haushalt die weniger ent-
wickelte Technologie bevorzugt. Oberhalb der Linie pra¨feriert er die ho¨her
entwickelte Technologie. Die anderen Linien stellen die θ-Gleichgewichtskor-
respondenz EQθ(.) dar. Aus den Abbildungen la¨sst sich erkennen, dass die
jeweilige Korrespondenz EQθ(.) einen, zwei oder drei Werte in R+ annimmt.
Die θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(.) kann in drei stetige Funktionen
unterteilt werden. Die unterste Funktion θEQ(.) verla¨uft ungefa¨hr parallel
zur x-Achse und steht fu¨r die kleinen stabilen θ-Gleichgewichte. Haushalte,
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die dieses Gleichgewicht erreichen, gelten als arm, da sich diese Linie unter-
halb der strichlierten Linie (Armutsgrenze) befindet. Die oberste Funktion
θEQ repra¨sentiert die großen stabilen θ-Gleichgewichte und diese Linie befin-
det sich oberhalb der Armutsgrenze. Die letzte, strichpunktierte Linie stellt
die instabilen θ-Gleichgewichte dar. Befindet sich ein Haushalt oberhalb die-
ser Linie und findet kein negativer Schock θ < 1 statt, so wird er sich zum
großen stabilen θ-Gleichgewicht entwickeln. Liegt er hingegen unterhalb der
Linie, so entwickelt er sich zum kleinen θ-Gleichgewicht. Dabei spielt es auch
keine Rolle, ob es zu einem negativen Schock kommt. Diese Funktion wird
mit θEQ(.) bezeichnet.
Befindet sich ein Haushalt in dem Feld zwischen der Armutsgrenze und der
Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte, so gilt dieser nicht als arm, aber
seine Entwicklung bewegt sich in Richtung Armut (kleines stabiles θ-Gleich-
gewicht). Befindet sich ein Haushalt hingegen an einem Punkt unterhalb der
Armutsgrenze aber oberhalb der Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte,
so gilt der Haushalt zwar als arm, wird sich aber hin zum großen stabilen
θ-Gleichgewicht entwickeln falls kein negativer Schock θ < 1 stattfindet.
Sinken die Fixkosten E ↓, so treffen die Funktion der kleinen stabilen θ-
Gleichgewichte und die Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte aufeinan-
der, außerdem schneidet die Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte die
Armutsgrenze. Verringert man die Fixkosten E ↓ weiter, so verbleibt nur
noch das große stabile θ-Gleichgewicht.
Steigen hingegen die Fixkosten E ↑, so wird sich die Funktion der großen
stabilen θ-Gleichgewichte mit der Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte
vereinigen. Erho¨ht man die Fixkosten E ↑ schließlich erneut, so verbleibt nur
noch das kleine stabile θ-Gleichgewicht.
Die Funktion sθ1 : α 7→ (E∗1 , k∗1)(ρ) ∈ R+ × R+ wird in dieser Arbeit Funk-
tion der kleinen θ-Sattelpunkte genannt, wa¨hrend man hier die Funktion
sθ2 : ρ 7→ (E∗2 , k∗2)(ρ) ∈ R+ × R+ als Funktion der großen θ-Sattelpunkte
bezeichnet. Aus den numerischen Berechnungen kann man die Form der θ-
Gleichgewichtskorrespondenz EQθ auf R+ × [0, 1] erkennen.
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Abbildung 80: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (36) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, ρ = 0 und α = 1.
Abbildung 81: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (46) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, ρ = 0.2 und α = 1.
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Abbildung 82: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (46) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, ρ = 0.2 und α = 1.
Abbildung 83: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (46) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, ρ = 0.5 und α = 1.
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Abbildung 84: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (46) mit den
Parametern γL = 0.25, γH = 0.75, ρ = 0.8 und α = 1.
Abbildung 85: Diese Abbildung zeigt die deterministischen Gleichgewichte
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2)(ρ) sind zwei θ-Sattelpunkte fu¨r
die gilt:
k∗l (ρ) = θEQ(E
∗













2)(ρ) kann man aus der jeweiligen Ab-
bildung (80 - 85) ablesen.
Aus den numerischen Berechnungen kann man die folgende Eigenschaft der
θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(E, ρ) ablesen:
ρ1 < ρ2 ⇒ E∗1(ρ1) < E∗1(ρ2)
Man beachte dazu die Abbildungen 40 - 45. Eine weitere Eigenschaft der
θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(E, ρ) ist die folgende:
ρ1 < ρ2 ⇒ E∗2(ρ1) > E∗2(ρ2)
Auch dies ist aus den oben erwa¨hnten Abbildungen ersichtlich.
9.3 Das stochastische dynamische Modell Mv2 mit i.i.d.
Schocks und Produktionsfunktion vom Typ 2
Das Verhalten des Haushalts im stochastischen dynamischen ModellMv2 mit
Produktionsfunktion vom Typ 2 unter der Annahme (A4) soll hier nun nu-
merisch berechnet werden. Es soll also die folgende stochastische Verhaltens-
gleichung des Haushalts numerisch berechnet werden:
kt+1 = χt+1(ρ) · φ(kt) ∀t
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Dazu gilt es, das stochastische diskontierte dynamische Programm (48) zu
lo¨sen. Das stochastische diskontierte dynamische Programm (48) des stochas-
tischen dynamischen Modells mit der Produktionsfunktion vom Typ 1 erha¨lt










)t ·E[ln(max{αAkγt , αBkγt − E}− κt+1 + 910kt)]
kt+1 = χt+1 · κt+1 ∀t ∈ N0
κt+1 ∈ Φ(kt) ∀t ∈ N0




κ ∈ R+ : 0 ≤ κ ≤ max{αAsγ, αBsγ − E} + 910s
}
fu¨r
alle s ∈ R+. Im Folgenden wird das stochastische diskontierte dynamische





und untersucht mit deren Hilfe das jeweilige Modell auf θ-Gleichgewichte
(Fixpunkte).
Zur Erinnerung: Unter einem θ-Gleichgewicht versteht man in diesem Modell
immer einen Kapitalstock kτ fu¨r den gilt:
θτ+1 = 1⇒ kτ+1 = kτ = 11+Zτ+1 · φ(kτ )
mit Zτ+1 = (1 + ν) · ρ ·E[1− θτ+1].
Das Konsum- und Investitionsverhalten eines Haushalts kann mit Hilfe der
beiden Funktionen c(k) (Konsumquote) und s(k) (Sparquote) analysiert wer-




+ s(k) = 1 (a ∈ R+) ∀k > 0.
















Um das Konsumverhalten beziehungsweise das Investitionsverhalten eines
Haushalts zu analysieren, reicht es somit die beiden Funktionen c(k) und
s(k) zu betrachten.
Fu¨r die Berechnung des stochastischen diskontierten dynamischen Programms
(48) werden die Parameter γ, A und B fixiert auf γ = 25
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, A = 1 und B = 10.





Die Abbildungen 86 und 87 zeigen die jeweilige Funktion c(k) (Konsumquote
in Abha¨ngigkeit vom Kapitalstock) falls die exogene Variable ρ (Deckungs-
grad) auf ρ = 0 (keine Versicherung) beziehungsweise ρ = 1 (Vollversiche-
rung) fixiert ist.
Sowohl auf der Abbildung 86 als auch auf der Abbildung 87 bildet die strich-
lierte Linie gemeinsam mit der x-Achse ein Band. Oberhalb dieses Ban-
des konsumiert der Haushalt mehr als er einnimmt, d.h. er greift auf sein
Vermo¨gen zuru¨ck. Innerhalb dieses Bandes konsumiert der Haushalt immer
nur einen Teil seines Einkommens, d.h. ct ≤ f(α, kt).
Die Funktion c auf Abbildung 86 beginnt innerhalb des Bandes und steigt
dann bis zu ihrem Maximum, welches außerhalb des Bandes liegt, an. Un-
gefa¨hr bei diesem Maximum tauscht der Haushalt die Technologie fL (die
Technologie eines armen Haushalts) gegen die Technologie fH (die Technolo-
gie eines nicht-armen Haushalts). Schließlich fa¨llt sie (Konsumquote) wieder
unterhalb des Bandes und steigt dann langsam an. Die Funktion der Abbil-
dung 87 verha¨lt sich gleichermaßen.
Auf der Abbildung 87 ist wieder die zu Abbildung 86 geho¨rige Funktion
s(k) = 1 − c(k) zu sehen. Ferner bilden zwei strichlierte Linien ein Band,
innerhalb dessen der Haushalt nur einen Teil seines Einkommens investiert,
d.h. it ≤ f(α, kt). Unterhalb des Bandes entspart sich der Haushalt. Die
punktierte Linie steht fu¨r die Abschreibung δkt geteilt durch das Einkom-
men f(α, kt). Bei den Schnittpunkten der Abschreibung mit der Funktion
s(k) (Sparquote) handelt es sich um die Fixpunkte der Politikfunktion φ(k).
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Auf der Abbildung 89 ist die zu Abbildung 88 geho¨rige Funktion s(k) ersicht-
lich. Die beiden a¨ußeren strichlierten Linien bilden auch hier ein Band, in-
nerhalb dessen der Haushalt wieder nur einen Teil seines Einkommens konsu-
miert beziehungsweise investiert. Die strichlierte Linie in der Mitte beschreibt
die Versicherungspra¨mie geteilt durch das Einkommen. Die Schnittpunkten
der Abschreibung mit der Funktion s(k) (Sparquote) stellen die Fixpunkte
der Politikfunktion φ˜(k) dar.
Vergleicht man die beiden Abbildungen 87 und 89 so kann man wie folgt
feststellen: Der Haushalt ohne Versicherung neigt im Gegensatz zu einen
Haushalt mit Versicherung (Vollversicherung) zu ho¨heren Sparquoten. Dies
erkla¨rt sich dadurch, dass der Haushalt mit Versicherung neben der Investi-
tion auch noch die Versicherungspra¨mie tragen muss.
Die auf den Abbildungen 9 und 91 sichtbaren Linien stellen das Maximum,
d.h. die maximale zula¨ssige Summe der diskontierten Erwartungsnutzen des
stochastischen diskontierten dynamischen Programms (48) dar, dies in Ab-
ha¨ngigkeit vom Anfangskapitalstock k0. Zur Berechnung der Wertfunktion
des Programms (46) werden wieder drei unterschiedliche Werte fu¨r die exo-
gene Variable ρ (Deckungsgrad) verwendet: ρ = 0 (keine Versicherung),
ρ = 50% (Teilversicherung) und ρ = 1 (Vollversicherung). Dadurch erha¨lt
man auch drei verschiedene Wertfunktionen.
Aus Abbildung 90 la¨sst sich erkennen, dass Folgendes gilt:
Vollversicherung  Teilversicherung  Nicht-Versicherung
Man beachte, dass dies unabha¨ngig vom Anfangskapitalstock k0 gilt.
Die Abbildung 91 ist das Ergebnis einer Erho¨hung des Versicherungspra¨mien-
aufschlags von ν = 0.1 auf ν = 12. Auf dieser Abbildung la¨sst sich sodann
erkennen, dass sich die Pra¨ferenzen () des Haushalts zum genauen Gegenteil
vera¨ndert haben, d.h.
Nicht-Versicherung  Teilversicherung  Vollversicherung.
Dies gilt wieder unabha¨ngig vom Anfangskapitalstock k0.
Nun gehen wir erneut der Frage nach, ob in diesen θ-Gleichgewichten - jeweils
fu¨r sich betrachtet - entweder die ho¨here oder die niedrigere Technologie ver-
wendet wird. Nochmals zur Erinnerung: Die Verwendung einer niedrigeren
Technologie steht fu¨r einen armen Haushalt, die Verwendung einer ho¨heren
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Abbildung 86: Die Abbildung zeigt die Funktion c von (46) mit den Parame-





Abbildung 87: Die Abbildung zeigt die Funktion c von (46) mit den Parame-






Abbildung 88: Die Abbildung zeigt die Funktion s von (46) mit den Parame-





Abbildung 89: Die Abbildung zeigt die Funktion s von (46) mit den Parame-






Abbildung 90: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (46) mit den Para-





Abbildung 91: Die Abbildung zeigt die Wertfunktion von (46) mit den Para-






Technologie hingegen fu¨r einen nicht-armen Haushalt.
Zudem gehen wir in diesem Kapitel ebenfalls der Fragestellung nach: Wel-
chen Einfluss hat die Vera¨nderung der exogenen Variable ρ (Deckungsgrad)
auf die Gleichgewichte des Modells Mv2?
Seien nun die Parameter ρ (Deckungsgrad) und E (Fixkosten) zwei exogene
Variablen und α fix. Die Korrespondenz EQθ heißt θ-Gleichgewichtskorre-





k ∈ R+ : k = 11+Z0 · φE,ρ(k)
}
definiert. Die Politikfunktion φE,ρ(.) entstammt dem jeweiligen stochasti-
schen diskontierten dynamischen Programm (48) mit gegebenem ρ, E und
α. Um diese θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(.) zu erhalten, berechnet
man die Politikfunktion des Problems (48) mit den Parametern γL = 0.25,
γH = 0.75 und α = 1 fu¨r verschiedene Werte von E (Fixkosten) und ρ (De-
ckungsgrad). Aus den Ergebnissen erha¨lt man die Abbildungen 92 - 95.
Auf den nun folgenden Abbildungen 92 - 95 finden sich auf der x-Achse die
Fixkosten E, auf der y-Achse die θ-Gleichgewichte (Kapitalstock kt). Wei-
ters sind mehrere Linien zu sehen, wobei die punktierte Linie die Grenze
zwischen einem armen Haushalt und einem nicht-armen Haushalt darstellt.
D.h. jeder Punkt unterhalb dieser Linie repra¨sentiert eine Kombination aus
Kapitalstock kt und Fixkosten E, in welcher der Haushalt die weniger entwi-
ckelte Technologie bevorzugt. Oberhalb dieser Linie pra¨feriert der Haushalt
die ho¨her entwickelte Technologie. Die anderen Linien stellen die θ-Gleichge-
wichtskorrespondenz EQθ(.) dar. Aus den Abbildungen la¨sst sich erkennen,
dass die jeweilige Korrespondenz EQθ(.) einen, zwei oder drei Werte in R+
annimmt. Die Abbildungen 92 - 95 entsprechen somit inhaltlich den Abbil-
dungen 80 - 85.
Auch hier kann die θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(.) in drei stetige
Funktionen unterteilt werden. Die unterste Funktion θEQ(.) verla¨uft un-
gefa¨hr parallel zur x-Achse und steht fu¨r die kleinen stabilen θ-Gleichgewich-
te. Haushalte, die dieses Gleichgewicht erreichen, gelten als arm, da sich diese
Linie unterhalb der strichlierten Linie (Armutsgrenze) befindet. Die oberste
Funktion θEQ repra¨sentiert die großen stabilen θ-Gleichgewichte und diese
Linie befindet sich oberhalb der Armutsgrenze. Die letzte, punktstrichlierte
Linie stellt die instabilen θ-Gleichgewichte dar. Befindet sich ein Haushalt
oberhalb dieser Linie und findet kein negativer Schock θ < 1 statt, so wird
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er sich zum großen stabilen θ-Gleichgewicht entwickeln. Liegt er hingegen
unterhalb der Linie, so entwickelt er sich zum kleinen θ-Gleichgewicht. Dabei
spielt es auch keine Rolle, ob es zu einem negativen Schock kommt. Diese
Funktion wird mit θEQ(.) bezeichnet. Dies entspricht inhaltlich der θ-Gleich-
gewichtskorrespondenz des Modells Mv1.
Befindet sich ein Haushalt im Feld zwischen der Armutsgrenze und der Funk-
tion der instabilen θ-Gleichgewichte, so gilt dieser nicht als arm, aber seine
Entwicklung bewegt sich in Richtung Armut (kleines stabiles θ-Gleichge-
wicht). Befindet sich ein Haushalt hingegen an einem Punkt unterhalb der
Armutsgrenze aber oberhalb der Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte,
so gilt der Haushalt zwar als arm, wird sich aber hin zum großen stabilen θ-
Gleichgewicht entwickeln falls kein negativer Schock θ < 1 stattfindet. Diese
mo¨glichen Entwicklungen decken sich mit jenen in Modell Mv1.
Sinken die Fixkosten E ↓, so treffen die Funktion der kleinen stabilen θ-
Gleichgewichte und die Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte aufeinan-
der, außerdem schneidet die Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte die
Armutsgrenze. Verringert man die Fixkosten E ↓ weiter, so verbleibt nur
noch das große stabile θ-Gleichgewicht.
Steigen hingegen die Fixkosten E ↑, so wird sich die Funktion der großen
stabilen θ-Gleichgewichte mit der Funktion der instabilen θ-Gleichgewichte
vereinigen. Erho¨ht man die Fixkosten E ↑ schließlich erneut, so verbleibt nur
noch das kleine stabile θ-Gleichgewicht.
Auch die Aussagen zu den Auswirkungen der Fixkosten E auf das Modell
Mv2 entsprechen jenen von Modell M
v
1.
Die Funktion sθ1 : α 7→ (E∗1 , k∗1)(ρ) ∈ R+ × R+ wird in dieser Arbeit Funk-
tion der kleinen θ-Sattelpunkte genannt, wa¨hrend man hier die Funktion
sθ2 : ρ 7→ (E∗2 , k∗2)(ρ) ∈ R+ × R+ als Funktion der großen θ-Sattelpunkte
bezeichnet. Aus den numerischen Berechnungen kann man die Form der θ-
Gleichgewichtskorrespondenz EQθ auf R+ × [0, 1] erkennen.
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Abbildung 92: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (48) mit den





Abbildung 93: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (48) mit den






Abbildung 94: Diese Abbildung zeigt die θ-Gleichgewichte von (48) mit den





Abbildung 95: Diese Abbildung zeigt die deterministischen Gleichgewichte
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2)(ρ) sind zwei θ-Sattelpunkte fu¨r
die gilt:
k∗l (ρ) = θEQ(E
∗







Auch die Form der θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ auf R+ × [0, 1] des
Mv2 entspricht jener von ModellM
v









kann man aus den Abbildungen 92 - 95 ablesen.
Folgende Eigenschaft der θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(.) kann aus
den numerischen Berechnungen abgelesen werden:
ρ1 < ρ2 ⇒ E∗1(ρ1) < E∗1(ρ2)
Hierbei sind die Abbildungen 92 - 95 zu beachten. Ferner weist die θ-Gleich-
gewichtskorrespondenz die folgende Eigenschaft auf:
ρ1 < ρ2 ⇒ E∗2(ρ1) > E∗2(ρ2)
Dies ist ebenfalls aus den oben erwa¨hnten Abbildungen ersichtlich. Diese
beiden Eigenschaften zur θ-Gleichgewichtskorrespondenz im ModellMv2 sind
ident mit jenen im Modell Mv1 jedoch etwas schwa¨cher ausgepra¨gt.
10 Modellsimulation II
Die folgenden Seiten befassen sich mit der Frage, wie hoch die Wahrschein-
lichkeit dafu¨r ist, dass sich ein Haushalt nach 100 Perioden unterhalb des
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instabilen θ-Gleichgewichtes befindet, d.h. k100 < θEQ(E, ρ), dies im jewei-
ligen Modell mit Versicherung. Zur Erinnerung: Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber
einen Kapitalstock kt, welcher geringer ist, als das instabile θ-Gleichgewicht,
so wird er sich in Richtung kleines stabiles θ-Gleichgewicht θEQ(E, ρ) (Ar-
mutsfalle) entwickeln.
Sei φ(.) eine numerisch berechnete Politikfunktion eines Haushalts mit einer
Anfangsaustattung an perso¨nlichen Fa¨higkeiten und Kapital von α und k0.
Die (stochastische) Verhaltensgleichung
kt+1 = χt+1 · φ(kt)
und das Anfangskapital k0 des Haushalts erzeugen gemeinsam einen Stochas-
tischen Prozess (kt)t∈N0 (Kapitalstockprozess).
Es werden Pfade des Kapitalstockprozesses (kt)t∈N0|(α, k0) mit gegebener An-
fangsausstattung der La¨nge 100 simuliert um dann mit Hilfe des Schwachen
Gesetz der großen Zahlen die folgende Funktion zu erhalten:
k0 7→ P
(
k100 ≤ θEQ(E, ρ)
∥∥ k0) fu¨r k0 ∈ R+
Man beachte, dass k100 eine nicht-negative Zufallsvariable ist. Es wird weiters
die Annahme (A4) bezu¨glich des Schockprozesses
(θt)t∈N0 : θt
d
= θ i.i.d. ∀t ∈ N0
getroffen. Zur Erinnerung: Die Annahme (A4) lautet: Sei p ∈ (0, 1) eine









= pk(1− p)3−k k = 0, . . . , 3
Wobei es sich bei X um eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Para-
metern 3 und p handelt.
Vorausgesetzt die Modelle Mv1 (M
v
2) verfu¨gen u¨ber ein instabiles θ-Gleich-
gewicht, welches mit θEQ(E,α) bezeichnet wird, so verwendet man fu¨r die
Modellsimulationen diese Eigenschaft:
k0 ≤ θEQ(E,α)⇒ kt ≤ θEQ(E,α) ∀t
Ist der Anfangskapitalstock k0 eines Haushalts kleiner oder gleich als das in-
stabile θ-Gleichgewicht, so wird der dazugeho¨rige Kapitalstockprozess (kt)t∈N0
in jedem beliebigen Zeitpunkt kleiner oder gleich dem instabilen θ-Gleichge-
wicht sein, dies mit Wahrscheinlichkeit 1. Das kann man aus den Abbildungen
96 (97) und 98 (99) ablesen.
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10.1 Modellsimulation mit i.i.d. Schocks und Produk-
tionsfunktion vom Typ 1
Die folgenden Simulationen sollen die Frage beantworten, wie hoch die Wahr-
scheinlichkeit dafu¨r ist, dass der Kapitalstock kt eines versicherten Haushalts
mit einer Selbstbeteiligung von ρ(1 − θ)κ nach 100 Perioden unterhalb des
instabilen θ-Gleichgewichts liegt. Somit wird die folgende Wahrscheinlichkeit
fu¨r das stochastische dynamische Modell Mv1 berechnet (simuliert):
P
(
k100 ≤ θEQ(E, ρ)
∥∥ k0) fu¨r k0 ∈ R+
Diese Wahrscheinlichkeit ist abha¨ngig vom Anfangskapitalstock kt des Haus-
halts und dem Parameter ρ : 0 ≤ ρ ≤ 1 (Deckungsgrad). Zur Erinnerung: Ist
der Wert ρ = 1, so spricht man von einer Vollversicherung. Tritt dieser Fall
ein, so wu¨rde das Modell Mv1 (M
v
2) zu einem deterministischen dynamischen
Modell werden.
Um die Politikfunktion numerisch zu berechnen, werden die Parameter γH






fixiert. Weiters werden die perso¨nlichen
Fa¨higkeiten α auf 1 fixiert und die Fixkosten E auf den Wert 7.8 festge-
legt. Die Fixkosten E werden dabei so gewa¨hlt, dass ein großes und ein klei-
nes stabiles θ-Gleichgewicht, sowie ein instabiles θ-Gleichgewicht existiert.
Die Politikfunktion φ(.) erzeugt mit dem Schockprozess (θt)t∈N0 den Kapi-
talstockprozess (kt)t∈N0 .
Der Schockprozess (θt)t∈N0 ist eine Folge von nicht-negativen i.i.d. Zufalls-
variablen, wie bereits in (A4) beschrieben. Die Simulation erfolgt mit dem





Die Modellsimulation erfolgt hier mit zwei unterschiedlichen Versicherungs-
vertra¨gen. Diese unterscheiden sich nur in der Ho¨he des Deckungsgrads. So




· (1− θt+1) · κ (50a)
at = 1.1 · 210 ·E[1− θt+1] · κ (50b)




· (1− θt+1) · κ (51a)
at = 1.1 · 810 ·E[1− θt+1] · κ (51b)
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D.h. die beiden Versicherungsvertra¨ge unterscheiden sich nur im Parameter
1−ρ (Selbstbeteiligungsquote). Man beachte weiters, dass die Variable κ fu¨r
den Kapitalstock vor einem mo¨glichen Schock steht.
Auf den Abbildungen 96 und 97 findet sich auf der x-Achse jeweils die An-
fangskapitalausstattung k0, auf der y-Achse die dazugeho¨rige Wahrschein-
lichkeit unter das instabile θ-Gleichgewicht zu fallen. Die obere Linie in Ab-
bildung 96 repra¨sentiert die Ergebnisse der Modellsimulation mit dem De-
ckungsgrad ρ = 2
10
, wa¨hrend die untere Linie ebenfalls dieser Abbildung
fu¨r die Ergebnisse der Modellsimulation mit dem Parameter (Deckungsgrad)
ρ = 8
10
steht. Die Abbildung 97 ist eine Erweiterung der Abbildung 96. Neu
ist hier die oberste, strichlierte Linie. Diese repra¨sentiert die Ergebnisse der
Simulation des stochastischen Modells ohne Versicherung, d.h. ρ = 0. Beide
Abbildungen (96 und 97) zeigen somit die jeweilige Auswirkung eines An-
stiegs beziehungsweise Sinkens des Parameters ρ (Deckungsgrad).
Ferner la¨sst sich aus diesen Abbildungen (96 und 97) erkennen, dass die
Wahrscheinlichkeit unter das instabile θ-Gleichgewicht zu fallen mit dem An-
stieg (k0 ↑) des Anfangskapitalstocks sinkt. D.h. je mehr Kapitalstock dem
Haushalt zur Verfu¨gung steht, desto geringer ist die Wahrscheinlichkeit, dass
er sich in Richtung Armut entwickelt. Es ist weiters zu erkennen, dass mit
steigendem ρ ↑ die Wahrscheinlichkeit unter das instabile θ-Gleichgewicht zu
fallen, ebenbfalls sinkt.
10.2 Modellsimulation mit i.i.d. Schocks und Produk-
tionsfunktion vom Typ 2
Im Folgenden wird die Funktion
k0 7→ P
(
k100 ≤ θEQ(E, ρ)
∥∥ k0) fu¨r k0 ∈ R+
berechnet und man folgt dabei dem gleichen Ablauf wie im Kapitel zuvor.
Den Kapitalstockprozess erha¨lt man durch die stochastische Verhaltensglei-
chung
kt+1 = χt+1(ρ) · φ(kt)
des stochastischen dynamischen Modells mit Versicherung und Produktions-
funktion vom Typ 2.
Bei der numerischen Berechnung der Politikfunktion φ(.) werden die Para-
meter γ, A und B auf γ = 1
4
, A = 1 und B = 10 fixiert. Auch hier werden die
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perso¨nlichen Fa¨higkeiten α auf α = 1 fixiert und die Fixkosten E so gewa¨hlt,
dass ein großes und ein kleines stabiles θ-Gleichgewicht sowie ein instabiles
θ-Gleichgewicht existiert, d.h. E = 13.57.
Der Schockprozess (θt)t∈N0 ist eine Folge von nicht-negativen Zufallsvariablen,






Auf den Abbildungen 98 und 99 findet sich auf der x-Achse der Anfangska-
pitalstock, auf der y-Achse die Wahrscheinlichkeit dafu¨r, dass der Haushalt
u¨ber einen Kapitalstock (k100) nach 100 Perioden verfu¨gt, welcher kleiner ist,
als das instabile stabiles θ-Gleichgewicht.
11 Ergebnisse II
Auf den folgenden Seiten werden die Resultate aus den Kapiteln 9 und 10
zusammengefasst.
11.1 Die Auswirkungen einer Versicherung auf die Gleich-
gewichte der Modelle Mv1 und M
v
2
In den stochastischen Modellen Mv1 und M
v
2 la¨sst sich das gleiche Konsum-
und Investitionsverhalten des Haushalts erkennen.
Die Skizzen (Abbildung 100 und 101) auf Seite 151, bei welchen es sich wie-
der um Bifurkationsdiagramme handelt, fassen die numerischen Berechnun-
gen der beiden stochastischen ModelleMv1 undM
v
2 mit der Mo¨glichkeit einer
Versicherung mit Selbstbeteiligung unter der Annahme (A4) zusammen.
Die θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQ(E, ρ) kann in drei stetige Funktio-
nen unterteilt werden: Die Funktion θEQ(.) steht fu¨r die kleinen stabilen
θ-Gleichgewichte, die Funktion θEQ(.) repra¨sentiert die großen stabilen θ-
Gleichgewichte und θEQ(.) die instabilen θ-Gleichgewichte. Die θ-Gleich-
gewichtskorrespondenz nimmt einen, zwei oder drei Werte in R+ an. Das
bedeutet, dass das stochastische Modell Mv1 (M
v
2) entweder nur ein großes
stabiles, nur ein kleines stabiles oder ein großes, ein kleines und ein instabiles
(zugleich) θ-Gleichgewicht besitzt.
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Auf den Abbildungen 100 und 101 werden jeweils auf der x-Achse die Fixkos-
ten E aufgetragen, auf der y-Achse die θ-Gleichgewichte (Kapitalstock kt). Es
ist auch eine doppelte Linie zu sehen, die die Grenze zwischen einem armen
und einem nicht-armen Haushalt darstellt. D.h. jeder Punkt unterhalb dieser
Linie repra¨sentiert eine Kombination aus Kapitalstock kt und Fixkosten E,
in welcher der Haushalt die weniger entwickelte Technologie bevorzugt. Ober-
halb der Linie pra¨feriert der Haushalt die ho¨her entwickelte Technologie. Die
dicken Linien stehen fu¨r die stabilen θ-Gleichgewichtsfunktionen θEQ(E, ρ)
(die kleinen stabilen θ-Gleichgewichte) und θEQ(E, ρ) (die großen stabilen
θ-Gleichgewichte). Die einfache Linie stellt die instabilen θ-Gleichgewichte
θEQ(E, ρ) dar. Bei dieser Bifurkation handelt es sich erneut um die turning
point bifurkation. Schließlich gilt es noch festzuhalten, dass auch hier beide
Modelle diesen Bifurkationstyp aufweisen.
Die θ-Sattelpunkte sind in den Skizzen (Abbildung 100 und 101) mit einem
Kreis gekennzeichnet. Seien (k∗1, E
∗
1)(ρ) ∈ R+×R+ und (k∗2, E∗2)(ρ) ∈ R+×R+
zwei θ-Sattelpunkte des stochastischen Modells Mv1 (M
v
2) mit der exogenen





E ∈ R+ : E∗2(ρ) < E ≤ +∞
}
.
Verfu¨gt ein Haushalt u¨ber eine Produktionsfunktion vom Typ 1 (Typ 2) mit
Fixkosten E fu¨r die gilt E ∈ A so trifft Folgendes zu:
∃τ ∈ N0 : kt ≤ θEQ(E, ρ) ∀t ≥ τ P-f.s.
Dies gilt unabha¨ngig von k0 (der Anfangsausstattung an Kapital). D.h. der
Haushalt wird mit Wahrscheinlichkeit 1 in die Armutsfalle geraten.
Die Abbildung 101 zeigt den Einfluss der exogenen Variable ρ (Deckungsgrad)
auf die θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(E, ρ), deren θ-Sattelpunkte sich
einander na¨hern, wenn ρ ↑ steigt. Darum gilt die folgende Aussage:
ρ1 < ρ2 ⇒ A(ρ1) ⊆ A(ρ2)
Man beachte, dass die numerischen Berechnungen es nahelegen, dass A(ρ1)
eine echte Teilmenge von A(ρ2) ist.
Zusammenfassend la¨sst sich u¨ber die Simulation der Modelle Mv1 und M
v
2
unter der Annahme (A4) festhalten: Je ho¨her der Anfangskapitalstock k0













Abbildung 100: Die Abbildung zeigt eine Skizze der θ-Gleichgewichtskorre-













Abbildung 101: Die Skizze der θ-Gleichgewichtskorrespondenz EQθ(E, ρ) fu¨r
die Modelle Mv1 und M
v
2 unter der Annahme (A4) zeigt den Einfluss des
Parameters ρ auf die Modelle.
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eines Haushalts, umso geringer ist die Wahrscheinlichkeit in eine etwaige Ar-
mutsfalle zu geraten. Dies gilt fu¨r alle stochastischen dynamischen Modelle
in dieser Arbeit mit oder ohne Versicherung. Wichtig ist dabei auch noch,
dass der Anfangskapitalstock k0 gro¨ßer ist als das instabile θ-Gleichgewicht,
sofern dieses existiert.
Weiters ist festzuhalten, dass mit steigendem ρ ↑ die Wahrscheinlichkeit un-
ter das instabile θ-Gleichgewicht zu fallen, sinkt, sofern das Modell Mv1 und
Mv2 immer noch drei θ-Gleichgewichte besitzt. Der Anstieg von ρ ↑ kann aber
auch dazu fu¨hren, dass nur mehr ein θ-Gleichgewicht existiert. Dabei unter-
scheidet man zwei Fa¨lle: Es existiert nur mehr das große θ-Gleichgewicht
(keine Armutsfalle) oder nur mehr das kleine θ-Gleichgewicht (Armutsfalle).
12 Zusammenfassung
In den deterministischen Modellen dieser Arbeit legen die exogenen Varia-
blen Anfangsausstattung an Kapital, perso¨nliche Fa¨higkeiten und Fixkosten
der ho¨her entwickelten Technologie, die Entwicklung eines Haushalts fest.
Das heißt sie bestimmen konkret ob sich ein Haushalt zu einem nicht-armen
oder armen Haushalt entwickelt.
Die stochastischen Modelle zeigen auf, dass jeder Haushalt mit positiver
Wahrscheinlichkeit arm werden kann. Die drei bereits erwa¨hnten exogenen
Variablen bestimmen jedoch, ob eine Armutsfalle existiert. Besondere Bedeu-
tung kommt dem Anfangskapitalstock zu: Je ho¨her dieser ist, desto geringer
ist die Wahrscheinlichkeit, innerhalb einer gewissen Zeit in die Armutsfalle
zu schlittern.
Gegen Ende der Arbeit wird noch die Mo¨glichkeit einer Versicherung mit
Selbstbeteiligung eingefu¨hrt. Bei den Modellsimulationen stellt sich heraus,
dass sie die Wahrscheinlichkeit in die Armutsfalle zu geraten reduziert. Sie
kann allerdings auch dazu fu¨hren, dass alle Haushalte oder ein Teil dieser
Haushalte einer O¨konomie mit Wahrscheinlichkeit 1 in die Armutsfalle ge-
raten. Eine Versicherung (mit Selbstbeteiligung) wirkt sich demnach nicht
automatisch positiv auf die Haushalte aus. Alle diese Ergebnisse gelten auch
fu¨r eine Vollversicherung (Versicherung ohne Selbstbeteiligung).
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